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3Re´sume´
Dans la premie`re partie de cette the`se nous e´tudions la propagation du son dans les
mousses. Nos expe´riences montrent que la vitesse et l’absorption du son varient lors du
vieillissement des mousses en raison de l’e´volution de leur structure. Pour expliquer la
variation de vitesse nous montrons qu’il faut prendre en compte l’e´lasticite´ du squelette
liquide. Nous montrons e´galement que l’atte´nuation du son est tre`s importante et qu’elle
est domine´e par la dissipation thermique aux interfaces gaz-liquide.
Dans la deuxie`me partie, nous nous inte´ressons a` l’importance relative des non-line´arite´s
acoustiques aux interfaces par rapport a` celles engendre´es en volume. Nous e´tudions pour
cela la diﬀusion d’une onde acoustique par une surface oscillante et caracte´risons deux
re´gimes: l’un ou` le spectre de l’onde diﬀuse´e re´sulte principalement de l’eﬀet Doppler a`
l’interface, et l’autre ou` les non-line´arite´s de volume sont dominantes. Nous montrons
e´galement qu’il est possible d’utiliser le de´calage Doppler pour mesurer avec pre´cision
l’amplitude d’oscillation d’un diﬀuseur.
La dernie`re partie de ce travail concerne l’e´tude des non-line´arite´s acoustiques de vo-
lume dans CO2 au voisinage du point critique (PC). Dans une premie`re se´rie d’expe´riences,
nous mettons en e´vidence leur augmentation au voisinage du PC a` l’aide de deux tech-
niques diﬀe´rentes: la re´sonance non-line´aire d’un mode de cavite´ et le me´lange non-line´aire
de deux ondes de haute fre´quence. Nous pre´sentons ensuite une e´tude expe´rimentale de
la diﬀusion du son par le son sous un angle non-nul, qui nous permet de montrer que le
parame`tre non-line´aire acoustique de CO2 peut augmenter d’un facteur 100 au voisinage
du PC.
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Chapitre 1
Introduction
1.1 Diﬀusion du son dans un milieu de´sordonne´
1.1.1 Rappel des diﬀe´rents modes de propagation
Nous allons commencer cette introduction en rappelant brie`vement les diﬀe´rents modes
de propagation du son dans les milieux de´sordonne´s. Il faut noter que ces modes de pro-
pagation ne sont pas propres a` l’acoustique. On les observe e´galement avec les ondes
e´lectromagne´tiques, les ondes de surface, ou les ondes quantiques. En acoustique, le trai-
tement en termes d’onde scalaire simpliﬁe la pre´sentation. Il existe une vaste litte´rature
sur les ondes dans les milieux de´sordonne´s et le lecteur peut se reporter aux re´fe´rences
[1, 2, 3, 4] pour plus de de´tails.
La ﬁgure 1.1 pre´sente le proble`me. La situation la plus simple est celle d’une onde
plane monochromatique incidente sur un ensemble de´sordonne´ de diﬀuseurs. Les di-
verses approches the´oriques supposent en ge´ne´ral que les diﬀuseurs sont statistiquement
inde´pendants, ce qui veut dire qu’il n’existe pas de corre´lations entre leurs positions ;
on ne´glige aussi les interactions entre diﬀuseurs, qu’elles soient hydrodynamiques ou d’un
autre type. De fac¸on ge´ne´rale, on peut dire qu’il existe trois modes de propagation ou
trois types de comportement pouvant re´sulter de l’interaction d’une onde avec un milieu
de´sordonne´ :
(1) Propagation ondulatoire : l’amplitude de l’onde moyenne´e sur le de´sordre, 〈ψ〉,
ou` ψ repre´sente un champ quelconque, est de´crite par une e´quation d’onde,
∇2〈ψ〉 − 1
c2eﬀ
∂2〈ψ〉
∂t2
= 0. (1.1)
Pour des ondes monochromatiques, 〈ψ〉 ∼ e−iωt, on a l’e´quation de Helmholtz
∇2〈ψ〉+ k2eﬀ〈ψ〉 = 0, (1.2)
ou` le nombre d’onde eﬀectif keﬀ = ω/ceﬀ est en ge´ne´ral complexe. Donc, l’am-
plitude de l’onde de´croˆıt exponentiellement avec la distance x, 〈ψ〉 ∼ e−x/2le ,
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Fig. 1.1 – Sche´ma du proble`me de diﬀusion du son dans un milieu de´sordonne´. Pour
l’onde incidente et l’onde cohe´rente les lignes repre´sentent des plans de phase
constante.
ou` le est la longueur d’extinction re´sultant des me´canismes dissipatifs et dif-
fusifs.
(2) Propagation diﬀusive : l’intensite´ de l’onde moyenne´e sur le de´sordre 〈ψψ¯〉, ou`
ψ¯ est le complexe conjugue´ de ψ, est de´crite par l’e´quation de diﬀusion,
∂〈ψψ¯〉
∂t
= D∇2〈ψψ¯〉. (1.3)
Dans les syste`mes tridimensionnels et en re´gime stationnaire, cette e´quation
donne la Loi d’Ohm, 〈ψψ¯〉 ∼ 1/x.
(3) Localisation : lorsque les eﬀets du de´sordre sont suﬃsament forts on peut avoir
D → 0 dans l’e´quation (1.3). Dans ce cas, l’intensite´ de´croˆıt de fac¸on expo-
nentielle avec la distance, 〈ψψ¯〉 ∼ e−x/ξ, ou` ξ est la longueur de localisation.
Le mode ondulatoire dans un milieu de´sordonne´ est en ge´ne´ral de´crit par la the´orie
du milieu eﬀectif. En optique on l’utilise de`s que l’on fait re´fe´rence a` l’indice de re´fraction
d’un milieu ; cet indice renormalise la vitesse de la lumie`re et il peut eˆtre complexe, ce qui
de´crit l’atte´nuation de l’onde e´lectromagne´tique. On peut dire qu’en ge´ne´ral, les diﬀe´rents
traitements en termes de milieux continus font appel a` un milieu eﬀectif avec des proprie´te´s
moyennes. C’est le cas de l’e´lasticite´, l’hydrodynamique, l’e´lectromagne´tisme des milieux
continus, etc.
Dans le re´gime de grande longueur d’onde, tel que λ  〈R〉, ou` 〈R〉 est la taille
moyenne des diﬀuseurs, on peut comprendre le mode de propagation ondulatoire de fac¸on
plus ou moins heuristique en conside´rant que l’onde n’est pas sensible aux de´tails du
de´sordre et qu’elle se propage donc dans un milieu eﬀectif avec des proprie´te´s moyennes.
Dans la limite oppose´e, si la longueur d’onde est petite par rapport a` la taille des diﬀuseurs,
la propagation de l’onde peut eˆtre approxime´e par une propagation ge´ome´trique. Nous
pouvons donc comprendre le re´gime diﬀusif si l’on conside`re que la propagation de l’onde
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Fig. 1.2 – (a) Propagation ondulatoire pour λ  〈R〉 ; l’onde se propage dans un
milieu eﬀectif avec des proprie´te´s moyennes. (b) Propagation diﬀusive pour λ 
〈R〉 ; dans la limite de l’acoustique ge´ome´trique, la propagation est analogue a` une
marche ale´atoire.
est analogue a` celle d’une particule dans un milieu de´sordonne´ ; la particule suit une
marche ale´atoire et la probabilite´ de la trouver a` une distance donne´e suit bien une
e´quation de diﬀusion. La ﬁgure 1.2 re´sume ces deux situations. Enﬁn, dans le re´gime λ ∼
〈R〉 on peut s’attendre a` une dualite´ onde-particule lors de la propagation de l’onde. En
fait, cette situation correspond normalement a` une section eﬃcace de diﬀusion importante.
Les interfe´rences entre les ondes diﬀuse´es peuvent induire la localisation faible ou forte,
selon le degre´ du de´sordre et la taille du syste`me.
Les arguments pre´ce´dents nous aident a` comprendre les diﬀe´rents modes de propaga-
tion, mais le proble`me est plus complique´ car λ et 〈R〉 ne sont pas les seules longueurs
caracte´ristiques. Il faut conside´rer e´galement les longueurs suivantes :
– l : distance moyenne entre diﬀuseurs,
– ls : libre parcours moyen de diﬀusion e´lastique, de´ﬁni par la distance a` laquelle
le ﬂux d’e´nergie diﬀuse´e est de l’ordre du ﬂux d’e´nergie de l’onde incidente,
– la : libre parcours moyen d’absorption
1, de´ﬁni de manie`re analogue a` ls mais en
1. On de´note aussi cette longueur par libre parcours moyen de diﬀusion ine´lastique, note´ lin.
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comparant le ﬂux d’e´nergie dissipe´e avec le ﬂux d’e´nergie de l’onde incidente,
– le : libre parcours moyen d’extinction, de´ﬁni par l
−1
e = l
−1
s + l
−1
a ,
– L : distance parcouru par l’onde ou taille de l’e´chantillon.
Nous avons donc cinq longueurs de plus. Pour ce qui concerne les phe´nome`nes propres
a` la diﬀusion d’ondes, il est courant de ne´gliger l’absorption, i.e. la  ls. Dans ce cas,
le proble`me se simpliﬁe un peu car le ≈ ls et nous ne gardons donc que trois de ces
longueurs, l, ls et L. De plus, l de´pend de 〈R〉 et de la fraction volumique de diﬀuseurs φ ;
on prend donc comme variable inde´pendante φ. Dans cette approximation non-dissipative,
les longueurs importantes du proble`me sont λ, 〈R〉, ls et L. Nous allons montrer dans la
suite comment ces longueurs de´terminent les diﬀe´rents modes de propagation.
1.1.2 Onde cohe´rente : propagation ondulatoire
Comme sche´matise´ dans la ﬁgure 1.1, chaque diﬀuseur envoie une partie de l’e´nergie
incidente soit en dehors soit dans la meˆme direction de propagation que celle de l’onde in-
cidente. La directivite´ et l’eﬃcacite´ des diﬀuseurs de´pendent de plusieurs parame`tres,
a` savoir la fre´quence de l’onde incidente, la forme des diﬀuseurs, leur concentration, leurs
proprie´te´s acoustiques relatives a` celles du milieu, etc. Ge´ne´ralement parlant, si la diﬀu-
sion est peu eﬃcace on analyse le proble`me par des diﬀusions simples ; par contre, lorsque
la diﬀusion est eﬃcace, l’analyse est plus complique´e et elle est re´alise´e en termes de dif-
fusions multiples. Dans tous les cas, les ondes diﬀuse´es interfe`rent avec l’onde incidente,
et si nous conside´rons un plan quelconque (par exemple, la ligne en pointille´s dans la
ﬁgure 1.1) nous observons que l’amplitude de l’onde totale, de´ﬁnie comme la somme de
l’onde incidente et des ondes diﬀuse´es, ﬂuctue avec la position. Ces ﬂuctuations d’inten-
site´, connues sous le nom de speckles en optique, sont en fait dues aux ﬂuctuations de
phase et d’amplitude de toutes les ondes diﬀuse´es qui ont suivi des chemins ale´atoires
jusqu’au point d’observation. Par conse´quent, sur ce plan, tant la phase que l’amplitude
de l’onde totale ﬂuctuent avec la position, et, pour une re´alisation donne´e du de´sordre, on
perd la cohe´rence de phase caracte´ristique de la propagation des ondes dans les milieux
homoge`nes. Ne´anmoins, si on re´alise une moyenne sur le de´sordre, soit une moyenne tem-
porelle si la position des diﬀuseurs ﬂuctue, soit une moyenne d’ensemble sur les diﬀe´rentes
conﬁgurations du de´sordre, il en re´sulte que l’on peut de´ﬁnir des plans de phase constante,
tels que nous les repre´sentons sche´matiquement dans la ﬁgure 1.1.
Nous trouvons ainsi le concept d’onde cohe´rente, qui re´sulte de cette moyenne sur
le de´sordre. En ge´ne´ral, le nombre d’onde de l’onde cohe´rente est complexe ; la partie
re´elle e´tant diﬀe´rente de celle de l’onde incidente, la vitesse de phase est donc diﬀe´rente.
La renormalisation de la vitesse de phase provient de la modiﬁcation de la phase lors
de la moyenne sur le de´sordre ; comme nous venons de l’expliquer, les interfe´rences entre
les ondes diﬀuse´es et l’onde incidente produisent une phase ﬂuctuante, et le processus de
Les me´canismes de dissipation peuvent eˆtre accompagne´s d’un changement de fre´quence, comme
lors de la diﬀusion d’e´lectrons de conduction dans un me´tal.
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moyenne donne une phase constante (cohe´rence de phase) qui peut eˆtre en avance ou en re-
tard par rapport a` la phase de l’onde incidente. Par ailleurs, la partie imaginaire du nombre
d’onde eﬀectif induit une atte´nuation exponentielle de l’amplitude de l’onde cohe´rente.
Nous remarquons que meˆme en absence de me´canismes dissipatifs l’onde cohe´rente est
atte´nue´e, car les diﬀuseurs envoient une partie de l’e´nergie incidente en dehors de la
direction de l’onde incidente (voir annexe 1.A).
Finalement, la description en termes d’une onde cohe´rente est valide tant que cette
onde n’est pas trop atte´nue´e le long de la direction de propagation dans le milieu de´sordonne´.
Ceci implique que les eﬀets de la diﬀusion et de l’absorption doivent eˆtre faibles. Nous
remarquons que lorsque les eﬀets de l’absorption sont ne´gligeables, on arrive a` la de´ﬁnition
usuelle de l’onde cohe´rente : c’est la partie peu ou non-diﬀuse´e de l’onde incidente qui
traverse le milieu. Cependant, il faut en ge´ne´ral prendre en compte l’absorption, et cette
onde a donc une amplitude importante tant que L < le, ou` le est la distance d’extinction
de´ﬁnie par l−1e = l
−1
s + l
−1
a . Comme on peut le constater dans sa de´ﬁnition, le de´pend
de l’intensite´ des e´ve´nements de diﬀusion et des me´canismes de dissipation acoustique
pre´sents dans le milieu. A leur tour, ls et la de´pendent de λ, 〈R〉, φ et, e´ventuellement,
des longueurs associe´es aux me´canismes de dissipation. Pour L > le l’amplitude de l’onde
cohe´rente est tre`s faible et la propagation d’e´nergie se fait principalement de fac¸on diﬀu-
sive, la quantite´ pertinente e´tant l’onde incohe´rente, de´ﬁnie comme la moyenne sur le
de´sordre de l’intensite´ de l’onde.
1.2 Exemples de milieu eﬀectif
Nous allons pre´senter deux exemples de milieu eﬀectif. Nous allons aborder tout
d’abord les aspects the´oriques essentiels de l’acoustique des me´langes gaz-liquide. Nous
allons discuter les hypothe`ses permettant d’obtenir une relation de dispersion complexe
dans le cadre du mode`le de Wijngaarden-Papanicolaou qui de´crit ces milieux dans la li-
mite φ  1 (φ e´tant la fraction volumique du gaz). Cette discussion nous permettra de
comprendre les diﬀe´rents me´canismes d’amortissement du son pre´sents dans ces milieux
et leur importance relative. Ensuite, nous discuterons les principales caracte´ristiques de
la propagation du son dans les milieux poreux, en pre´sentant les hypothe`ses de la the´orie
de Biot et des re´sultats concernant la limite non-dissipative de basse fre´quence.
1.2.1 Me´lange gaz-liquide
Aspects ge´ne´raux
La propagation du son dans les me´langes gaz-liquide dilue´s a e´te´ e´tudie´e en de´tail,
tant du point vue the´orique [5, 6, 7, 8, 9] qu’expe´rimental [10, 11, 12, 13, 14]. Il est bien
connu que la pre´sence de bulles de gaz modiﬁe profonde´ment les proprie´te´s acoustiques du
liquide. Par exemple, un aspect important des me´langes gaz-liquide est que la vitesse du
son peut y atteindre des valeurs tre`s faibles en fonction de la concentration de bulles, meˆme
dans la limite φ  1. En ge´ne´ral, la vitesse du son dans le milieu eﬀectif est infe´rieure
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aux vitesses dans chacune des phases pures, en raison du grand contraste des proprie´te´s
acoustiques. Plus pre´cise´ment, la densite´ du syste`me est domine´e par la densite´ du liquide
et la compressibilite´ par celle du gaz. Par conse´quent, on s’attend a` que la vitesse eﬀective
soit faible.
Une autre proprie´te´ de ces me´langes est que meˆme en pre´sence d’une faible quantite´ de
bulles, l’amortissement acoustique est tre`s important par rapport a` celui du liquide pur [15,
16]. En eﬀet, au fur et a` mesure que l’on augmente φ, le milieu peut e´ventuellement devenir
opaque aux ondes acoustiques. Dans la limite φ 1, on s’attend a` ce que les interactions
entre bulles soient faibles. Dans ce cas, l’absorption du son peut eˆtre de´crite en conside´rant
la re´ponse individuelle des bulles sous l’eﬀet du champ acoustique incident [8, 14]. Ainsi, on
peut conside´rer une bulle soumise a` une onde acoustique comme un oscillateur harmonique
force´, dont la raideur est donne´e par la compressibilite´ du gaz, l’inertie par la densite´
du liquide et le forc¸age par l’onde acoustique incidente. L’amortissement du son re´sulte
principalement de trois me´canismes, a` savoir la dissipation visqueuse autour des bulles,
la dissipation thermique aux interfaces gaz-liquide, et la diﬀusion du son par les bulles
[15, 16, 17, 18].
Pour de´ﬁnir la vitesse eﬀective, l’approche la plus simple est de conside´rer que lorsque
la longueur d’onde est beaucoup plus grande que la taille des inhomoge´ne´ite´s du milieu,
l’onde n’est pas sensible aux de´tails du de´sordre. De manie`re eﬀective, l’onde se propage
dans un milieu homoge`ne de proprie´te´s moyennes [5, 8, 9, 14]. De cette fac¸on, pour un
me´lange gaz-liquide on peut de´ﬁnir la vitesse du son du milieu eﬀectif par :
c2eﬀ =
1
〈ρ〉〈χ〉 =
ρlρgc
2
l c
2
g
(ρl(1− φ) + ρgφ)(ρgc2g(1− φ) + ρlc2l φ)
, (1.4)
ou`
〈ρ〉 = φρg + (1− φ)ρl, (1.5)
〈χ〉 = φχg + (1− φ)χl, (1.6)
sont respectivement, la densite´ et la compressibilite´ moyennes du milieu. Cette de´ﬁnition
est assez ge´ne´rale, dans le sens qu’on l’utilise pour divers syste`mes diphasiques, tels que
les suspensions, les e´mulsions et les me´langes gaz-liquide. Il semble qu’elle ait e´te´ donne´e
tout d’abord par Wood [19] et Herzfeld [20], et l’e´quation (1.4) est connue sous le nom
de formule de Wood. Dans cette description, le syste`me est caracte´rise´ uniquement par
le parame`tre macroscopique φ et on n’a pas besoin de connaˆıtre les de´tails statistiques
de la distribution de tailles des bulles. Dans la ﬁgure 1.3 nous montrons le comportement
de ceﬀ en fonction de φ pour un me´lange de bulles d’air dans l’eau. Comme nous l’avons
de´ja` remarque´, la vitesse eﬀective de´croˆıt rapidement en fonction de la fraction volumique
du gaz ; sur presque toute la gamme de φ, ceﬀ est infe´rieure aux vitesses de chaque phase
homoge`ne, le minimum de vitesse e´tant de l’ordre de 23 m/s pour φ ≈ 0.5. En eﬀet, dans
le cas de me´langes gaz-liquide, on a ρl  ρg et χl  χg, tels que l’e´quation (1.4) peut
s’e´crire sous la forme
c2eﬀ ≈
1
ρlχg(1− φ)φ. (1.7)
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Fig. 1.3 – Vitesse eﬀective ceﬀ dans un me´lange eau-air, ou` φ est la fraction volu-
mique d’air. ceﬀ de´croˆıt rapidement lorsque l’on s’e´loigne des limites φ = 0 et φ = 1.
Les ﬂe`ches indiquent les valeurs ceau ≈ 1480 m/s et cair ≈ 340 m/s pour le liquide
et le gaz purs. Le minimum de vitesse est de l’ordre de 23 m/s pour φ ≈ 0.5.
Dans ce cas, il est facile de montrer que le minimum de vitesse est obtenu pour φ = 0.5.
Notons que la de´ﬁnition (1.4) suppose de manie`re implicite que le champ de vitesse
acoustique des deux phases est le meˆme, c’est-a`-dire qu’il n’y a pas de mouvement relatif
[5, 8]. C’est eﬀectivement le cas a` basses fre´quences acoustiques, lorsque la couche limite
visqueuse est beaucoup plus grande que la taille des bulles, νl/ω  R2 (νl = µl/ρl est
la viscosite´ cine´matique du liquide, ω = 2πf est la fre´quence angulaire et R est le rayon
typique des bulles). Les bulles sont donc entraˆıne´es par la force visqueuse, laquelle domine
les forces dynamiques. En eﬀet, dans la limite contraire, νl/ω  R2, et pour φ  1, il a
e´te´ montre´ [6] que l’e´quation (1.7) doit eˆtre remplace´e par
c2eﬀ ≈
1 + 2φ
ρlχg(1− φ)φ. (1.8)
Donc, si les bulles bougent par rapport au liquide, les ondes acoustiques se propagent plus
rapidement, l’accroissement e´tant ne´anmoins petit.
Remarquons enﬁn qu’aucune des expressions donne´es pour ceﬀ ne prend en compte la
structure du me´lange gaz-liquide. Par ailleurs, ces expressions n’apportent aucune infor-
mation sur l’amortissement du son dans ces types de me´lange. Pour aborder ces points,
il faut conside´rer la re´ponse des bulles au champ acoustique. Comme nous l’avons de´ja`
mentionne´, une bulle de gaz dans un liquide peut eˆtre conside´re´e comme un oscillateur
harmonique force´e. Dans le cas d’une bulle isole´e qui oscille adiabatiquement, on peut
donc de´ﬁnir une fre´quence de re´sonance [21]
ω2r =
3γpo
ρlR2
, (1.9)
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ou` γ est le rapport de capacite´s caloriﬁques et po est la pression a` l’e´quilibre. Cette
expression peut eˆtre interpre´te´e de la manie`re suivante : une bulle de gaz a une raideur de
l’ordre γpoR, donne´e par la compressibilite´ du gaz, et une masse de radiation de l’ordre de
ρlR
3, donne´e par la densite´ du liquide ; donc, la fre´quence de re´sonance est proportionnelle
a`
√
γpo/ρlR2. Pour une bulle d’air de rayon R ≈ 10 µm dans l’eau, on a ωr/2π ≈ 325 kHz.
Il est inte´ressant de noter que la longueur d’onde a` la re´sonance est λr = 2πcl/ωr ≈ 4.5
mm  R, ce qui en acoustique est assez particulier au me´canisme de re´sonance des
bulles 2. De plus, pour des bulles de petite taille, il faut prendre en compte les eﬀets de
tension de surface, et donc, on doit remplacer po → po + 2σ/R dans la de´ﬁnition de ωr, σ
e´tant la tension de surface. Nous allons montrer dans la suite comment prendre en compte
la dynamique des bulles pour de´crire l’acoustique du me´lange gaz-liquide de fac¸on plus
de´taille´e.
Mode`le de Wijngaarden-Papanicolaou
L’ide´e principale de ce mode`le est de de´ﬁnir des quantite´s moyennes de`s le de´part
[5, 8]. Donc, en plus de la densite´ moyenne du milieu ρ, de´ﬁnie par (1.5), on conside`re une
vitesse moyenne u et une pression moyenne p, qui obe´issent aux e´quations (line´arise´es) de
conservation de masse et d’impulsion 3
∂ρ
∂t
+ ρ∇ · u = 0, (1.10)
ρ
∂u
∂t
+ ∇p = 0. (1.11)
On cherche ensuite a` de´terminer la re´ponse d’une bulle soumise a` un champ de pression
dans le liquide. Le liquide e´tant conside´re´ comme incompressible, le mouvement radial
d’une bulle est de´crit par l’e´quation de Rayleigh-Plesset [22],
RR¨ +
3
2
R˙2 =
1
ρl
(
pg − 2σ
R
− 4µl R˙
R
− p∞
)
, (1.12)
ou` pg est la pression du gaz et p∞ est la pression e´value´e en r → ∞, qui s’e´crit p∞ =
po + pinc, ou` pinc est la pression acoustique incidente. Dans l’approximation des bulles
inde´pendantes, on eﬀectue l’approximation pinc ≈ p, puisque l’on conside`re que chaque
bulle est force´e par l’onde de pression du me´lange. Bien entendu, en ce qui concerne le
mode`le, on se limite aux termes line´aires de l’e´quation de Rayleigh-Plesset. Enﬁn, pour
fermer le syste`me d’e´quations on peut faire l’hypothe`se de compressions adiabatiques,
pg = po
(
Ro
R
)3γ
, (1.13)
2. En fait, de fac¸on ge´ne´rale, on a cette situation de`s que l’accord a` la re´sonance est temporel et
non spatial. Par exemple, en acoustique on a e´galement λr  R pour un re´sonateur de Helmholtz.
3. Pour simpliﬁer l’e´criture, nous notons 〈ρ〉 ≡ ρ, etc.
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ou` Ro est le rayon a` l’e´quilibre.
On obtient a` partir de ce syste`me d’e´quations une relation de dispersion pour un
nombre d’onde complexe [5, 8, 14] :
k2 =
ω2
c2l
+ 4πω2
∫ ∞
0
RF (R)dR
ω2r − ω2 − 2ibω
, (1.14)
ou` b est la constante d’amortissement (qui de´pend de R et ω) et F (R) est la distribution
normalise´e de taille des bulles. On peut noter que cette relation de dispersion est analogue
a` celle de l’indice de re´fraction complexe d’un gaz dilue´ ou d’un milieu die´lectrique non-
denses [23]. Pour un me´lange gaz-liquide, b est la somme de trois termes, b = bv + bth +
bsc, ceux-ci e´tant donne´s par la dissipation visqueuse autour de la bulle, la dissipation
thermique a` l’interface gaz-liquide et la diﬀusion du son par la bulle [15, 16, 17, 18]. A
partir de cette relation de dispersion, la vitesse de phase et le coeﬃcient d’absorption sont
de´ﬁnis par
c =
ω
Re[k(ω)]
, α = Im[k(ω)]. (1.15)
Le point positif de ce mode`le est qu’il donne des expressions explicites pour chaque terme
de la constante d’amortissement b [14]. Il faut noter qu’une version plus comple`te [14]
de ce mode`le conside`re l’e´quation de l’e´nergie a` l’inte´rieur de la bulle pour de´terminer
pg au lieu de supposer une loi adiabatique comme dans l’e´quation (1.13). Remarquons
e´galement que cette relation de dispersion peut eˆtre obtenue avec une approche assez
diﬀe´rente, celle de la diﬀusion multiple [8, 10, 24]. Le de´savantage est que la constante b
doit eˆtre introduite a` la main. L’e´quivalence des deux formalismes n’est pas e´vidente et
elle a e´te´ discute´e dans la re´fe´rence [9].
Concernant la validite´ de la relation de dispersion (1.14) nous remarquons que lorsque
les conditions ω  ωr et φ 1 sont remplies, un bon accord entre les valeurs the´oriques
et expe´rimentales de c et α est obtenu [14]. Par contre, ce mode`le est en de´faut de`s que les
interactions entre bulles sont importantes ; meˆme pour des fractions volumiques de l’ordre
de 5 × 10−4, des diﬀe´rences entre the´orie et expe´rience ont e´te´ observe´es pour ω ≈ ωr.
La raison invoque´ est la croissance de la section eﬃcace de diﬀusion σs a` la re´sonance
qui invalide l’approximation des bulles inde´pendantes [14]. Par exemple, pour une bulle
d’air de rayon R = 0.1 mm (resp. 1 mm), on a estime´ que σs/πR
2, πR2 e´tant la section
ge´ome´trique, est de l’ordre de 750 (resp. 5600) a` la re´sonance [14], ce qui montre que la
diﬀusion est tre`s importante et qu’on ne plus ne´gliger les interactions acoustiques entre
bulles. C’est seulement pour des distributions tre`s e´tendues de taille de bulles [11] et pour
des e´crans bidimensionnels de bulles [12] qu’un accord satisfaisant est obtenu jusqu’a`
ω  ωr [14].
Dans la plupart des cas, il est bien e´tabli maintenant [15, 16, 17, 18] que lorsque la
fre´quence acoustique est infe´rieure a` la fre´quence de re´sonance des bulles, l’amortissement
est largement domine´ par la dissipation thermique. Dans le cas contraire, c’est la diﬀusion
du son qui domine l’absorption 4. Pour donner une ide´e des contributions relatives des trois
4. Une synthe`se de ce proble`me est pre´sente´e dans le livre de Leighton, chapitre 4.4.2 [25]
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Fig. 1.4 – Contribution des me´canismes d’amortissement δ = δth + δv + δsc en
fonction de la fre´quence normalise´e ω/ωr. Le milieu est un me´lange eau-air et la
taille des bulles est R = 10 µm. Le me´canisme d’amortissement dominant a` basses
fre´quences (resp. hautes fre´quences) est la dissipation thermique (resp. diﬀusion du
son). La dissipation visqueuse est dominante pour ω < ωr et R < 1 µm.
me´canismes, nous de´ﬁnissons la constante d’amortissement sans dimension δ = 2bω/ω2r
et nous repre´sentons dans la ﬁgure 1.4 le comportement des trois termes δth, δv et δsc
[14, 17, 18], en fonction de la fre´quence normalise´e ω/ωr, pour un me´lange eau-air avec
R = 10 µm. Il apparaˆıt que pour les basses fre´quences (ω < ωr), l’amortissement est
eﬀectivement domine´ par la dissipation thermique ; au contraire, a` haute fre´quence, celui-
ci est domine´ par la diﬀusion du son. Par exemple, pour ω/2π ≈ 40 kHz nous avons
δth ≈ 1.6 × 10−2, δv ≈ 2.4 × 10−3 et δsc ≈ 2.5 × 10−5. Par ailleurs, il est connu que la
dissipation visqueuse devient importante quand les bulles sont petites ; par exemple, pour
un me´lange air-eau, cette contribution domine seulement lorsque ω < ωr et R  1 µm [17].
Le fait que l’amortissement thermique soit important est duˆ grand contraste de proprie´te´s
thermiques du gaz et du liquide. La diﬀe´rence de tempe´rature entre le centre de la bulle
et le liquide peut eˆtre signiﬁcative et, par conse´quent, les forts gradients thermiques aux
interfaces gaz-liquide dissipent de l’e´nergie de manie`re tre`s eﬃcace.
Remarquons enﬁn que l’eﬀet des interactions entre bulles sur la propagation du son
dans les me´langes gaz-liquide a e´te´ e´tudie´e re´cemment de manie`re the´orique, a` faible [26,
27] et a` haute concentration de bulles [28]. Il existe e´galement quelques e´tudes concernant
les interactions thermiques dans des e´mulsions pe´riodiques et dilue´es [29]. Un re´sultat
inte´ressant est que les interactions, acoustiques ou thermiques, semblent augmenter la
vitesse du son dans le milieu eﬀectif. A notre connaissance, il n’existe pas de conﬁrmation
expe´rimentale de cet eﬀet.
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Fig. 1.5 – Sche´ma d’un milieu poreux forme´ par l’alternance pe´riodique des couches
ﬂuides et solides. La propagation du son depend de la direction de propagation.
1.2.2 Milieux poreux
Un milieux poreux est typiquement compose´ d’une matrice solide remplie par un
ﬂuide interconnecte´, c’est-a`-dire un milieu ou` l’on peut toujours connecter deux points
de la phase solide (resp. ﬂuide) par un chemin qui ne passe que par la phase solide
(resp. ﬂuide). Les proprie´te´s physiques de tels milieux ont e´te´ e´tudie´es en de´tail. En
ce qui nous concerne plus particulie`rement, l’acoustique de ces milieux a e´te´ e´tudie´e tant
expe´rimentalement que the´oriquement [30]. Pour comprendre la diﬀe´rence essentielle entre
la propagation du son dans les milieux poreux et les milieux de´sordonne´s que nous avons
conside´re´s jusqu’a` pre´sent, nous allons prendre l’exemple d’un milieu poreux forme´ par
l’alternance pe´riodique d’un ﬂuide et d’un solide, sche´matise´ dans la ﬁgure 1.5. Les modes
de propagation d’un tel syste`me ont e´te´ calcule´s de fac¸on exacte [31]. Dans le re´gime de
longueur d’onde grande par rapport a` l’e´paisseur des couches, on montre l’existence de
deux modes longitudinaux, avec deux vitesses diﬀe´rentes ; il y a donc un mode rapide et
un mode lent. Ceci est valide pour toutes les directions de propagation sauf pour celles
perpendiculaires aux couches, ou` un seul mode peut se propager. Plus pre´cise´ment, pour
le mode rapide, les mouvements du ﬂuide et du solide sont en phase, tandis que pour le
mode lent, ils sont en opposition de phase. Grossie`rement, on peu comprendre l’existence
des deux vitesses si l’on conside`re que lors de la propagation dans la direction paralle`le aux
couches, une partie de l’onde peut se propager dans le ﬂuide et une autre dans le solide.
Notons que cette image tre`s simple d’un milieu poreux a e´te´ re´alise´e expe´rimentalement
[30], et qu’un bon accord avec la the´orie a e´te´ observe´. L’existence de ces deux modes
longitudinaux de propagation et l’anisotropie en fonction de la direction de l’onde, laquelle
est lie´e a` l’anisotropie du milieu, sont peut-eˆtre les aspect caracte´ristiques de l’acoustique
des milieux poreux. Concernant le cas plus re´aliste d’un milieu poreux tridimensionnel et,
en ge´ne´ral, de´sordonne´, la the´orie semi-phe´nome´nologique de Biot est conside´re´e comme
la the´orie de milieu eﬀectif la plus ge´ne´rale d’un syste`me a` deux composantes et ses
pre´dictions ont e´te´ ve´riﬁe´es expe´rimentalement [30].
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The´orie de Biot
Nous allons maintenant discuter brie`vement les hypothe`ses de la the´orie de Biot [32, 33]
et les re´sultats obtenus dans la limite de basses fre´quences, c’est-a`-dire la limite non-
dissipative. Une bonne re´fe´rence sur ce sujet est l’article de synthe`se de Johnson [30].
On suppose que l’on peut de´crire le syste`me par deux vecteurs de de´placement moyens
u et U, pour le solide et le ﬂuide respectivement 5, tous les deux fonctions de r et t.
Comme d’habitude, on suppose que la moyenne est re´alise´e sur un volume dr3 grand par
rapport a` la taille des pores ou grains individuels, mais petit par rapport a` la longueur
d’onde acoustique. Pour obtenir l’e´quation dynamique, le syste`me est conside´re´ isotrope
et homoge`ne a` l’e´chelle de la longueur d’onde ; on e´crit donc le Lagrangien du milieu,
sans de´pendance explicite en fonction du temps et de la position. Comme on cherche des
e´quations de mouvement line´aires, on se limite aux termes quadratiques en u et U et a`
leurs de´rive´es. On prend en compte e´galement dans ce formalisme la possibilite´ d’avoir une
dissipation decrite par la fonction de dissipation, qui de´pend des vitesses locales u˙ et U˙.
En fait, le seul me´canisme conside´re´ est la dissipation visqueuse due au mouvement relatif
entre les deux phases ; donc, cette fonction de dissipation ne de´pend que des diﬀe´rences
de vitesse u˙− U˙. Le re´sultat de cette approche est le syste`me d’e´quations de mouvement
suivant :
ρ11
∂2u
∂t2
+ ρ12
∂2U
∂t2
= P∇(∇ · u) + Q∇(∇ ·U)−N∇×∇× u
+ bF (ω)
(
∂U
∂t
− ∂u
∂t
) (1.16)
ρ22
∂2U
∂t2
+ ρ12
∂2u
∂t2
= R∇(∇ ·U) + Q∇(∇ · u)− bF (ω)
(
∂U
∂t
− ∂u
∂t
)
(1.17)
Dans ces e´quations, ρ11, ρ12, ρ22, P , Q, N , R et b sont des parame`tres phe´nome´nologiques
a` de´ﬁnir. Nous remarquons que pour obtenir ces e´quations, on suppose que le ﬂuide est
interconnecte´ a` l’inte´rieur de la matrice solide (de fac¸on a` ce qu’il n’y ait pas de forces
engendre´es par un mouvement relatif entre les deux centres des masse), ce qui e´limine les
termes du type U−u. On suppose e´galement que le ﬂuide n’engendre pas de cisaillements,
ce qui e´limine les termes du type ∇×∇×U. Concernant les parame`tres ρ11, ρ12 et ρ22, on
peut montrer [30] qu’ils peuvent eˆtre exprime´s en fonction de la densite´ de chaque milieu,
ρf et ρs, de la fraction volumique du ﬂuide φ, et de la tortuosite´ α, un parame`tre
ge´ome´trique et, par conse´quent, tre`s de´pendant du syste`me conside´re´. A leur tour, les
autres parame`tres peuvent eˆtre exprime´s, de fac¸on plus ou moins complique´e, en fonction
des variables macroscopiques, et donc mesurables, du milieu [30], a` savoir, la fraction
volumique du ﬂuide, les constantes e´lastiques de compression et de cisaillement de la
matrice solide, Kb et N , et les constantes e´lastiques de compression du ﬂuide et du solide
homoge`nes, Kf et Ks. Ce syste`me d’e´quations n’est pas du tout trivial ; selon la fre´quence
acoustique et l’importance relative des modules e´lastiques du squelette solide et des deux
5. Nous allons utiliser la notation U ≡ U pour les vecteurs.
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phases, on peut eﬀectivement avoir deux modes de propagation longitudinaux, un mode
rapide et l’autre lent, et un mode de propagation transverse, c’est-a`-dire des ondes de
cisaillement [30]. Pour les basses fre´quences, le mode lent devient diﬀusif et il ne s’agit
plus vraiment d’un mode acoustique.
La limite de basse fre´quence acoustique nous concerne plus particulie`rement dans
cette the`se. Le ﬂuide est accroche´ a` la matrice solide par le couplage visqueux, et donc
u ≈ U. Il n’y plus donc de dissipation, et il en re´sulte qu’on a seulement deux modes de
propagation, un mode longitudinal et un mode transverse, les vitesses e´tant donne´es par :
c2l =
H
〈ρ〉 , c
2
t =
N
〈ρ〉 , (1.18)
ou`
H =
Ks + [φ(Ks/Kf )− (1 + φ)]Kb
1− φ−Kb/Ks + φ(Ks/Kf ) +
4
3
N. (1.19)
Il est inte´ressant de noter que si nous ne´gligeons la rigidite´ et le module de cisaillement
du squelette par rapport aux constantes e´lastiques du ﬂuide et du solide, on re´cupe`re la
formule de Wood (1.4) pour un milieu diphasique. Cependant, pour des milieux poreux
re´els, il est diﬃcile d’imaginer un squelette mou si celui-ci est pre´cise´ment forme´ par
la phase solide. Notons enﬁn que le fait de prendre en compte la rigidite´ de la matrice
solide, tant en compression que sous cisaillement, change comple`tement l’expression de la
vitesse du son du mode longitudinal et induit e´galement l’existence du mode transverse.
24 CHAPITRE 1. INTRODUCTION
1.A. OSCILLATEUR HARMONIQUE COUPLE´ A` UNE CORDE INFINIE 25
Comple´ments
1.A Exemple de syste`me conservatif avec une dis-
sipation apparente : un oscillateur harmonique
couple´ a` une corde inﬁnie
Nous allons pre´senter dans ce paragraphe un mode`le simple de syste`me conservatif
avec une dissipation apparente. L’objectif est de montrer que le simple fait de coupler un
oscillateur a` un champ ondulatoire permet qu’une partie de l’e´nergie soit rayonne´e vers
l’inﬁni. Ceci introduit une sorte de dissipation dans le syste`me, et si nous ne prenons en
compte que l’oscillateur, nous observons que celui-ci est re´gi par l’e´quation du mouvement
d’un oscillateur harmonique amorti. Dans le calcul que nous exposons, nous allons lier
cette brisure de syme´trie temporelle au choix d’une solution ondulatoire divergente.
La ﬁgure 1.6 pre´sente le sche´ma du syste`me. Nous allons conside´rer une masse m
situe´e a` l’origine du syste`me des coordonne´es (x,y). Cette masse, ﬁxe´e a` un ressort de
raideur K, est couple´e a` une corde inﬁnie de densite´ de masse σ (par unite´ de longueur)
et tension τ . La masse est soumise a` un forc¸age f(t) (unite´ de force) dans la direction y.
Pour simpliﬁer le calcul nous allons ne´gliger l’eﬀet de la gravite´.
Notons h(x,t) le de´placement de la corde par rapport a` l’e´quilibre. Il est facile de
m
K
σ, τh(x,t)
x
y
f ( t )
Fig. 1.6 – Sche´ma d’un oscillateur couple´ a` une corde. La corde est infinie, de densite´
de masse σ (par unite´ de longueur) et tension τ . La vitesse des ondes dans la corde est
c =
√
τ/σ et la fre´quence propre de l’oscillateur est ωo =
√
K/m. La masse est soumise
a` un forc¸age f(t) (unite´ de force) dans la direction y.
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montrer que l’e´quation de mouvement du syste`me est
σ
[
1 +
m
σ
δ(x)
] ∂2h
∂t2
= τ
∂2h
∂x2
+ δ(x)(−Kh + f(t)), (1.20)
ou` δ(x) est la fonction delta de Dirac 6. En fait, pour x = 0, nous avons l’e´quation d’onde
pour la corde
∂2h
∂x2
− 1
c2
∂2h
∂t2
= 0, (1.21)
avec c2 = τ/σ. Il faut noter que la condition limite x → ±0 de cette e´quation de´pend de
la dynamique de la masse. Par ailleurs, si l’on inte`gre l’e´quation (1.20) entre − et +,
avec → 0, nous obtenons l’e´quation suivante pour m :
m
∂2h
∂t2
∣∣∣
0
− τ
[
∂h
∂x
∣∣∣
+0
− ∂h
∂x
∣∣∣
−0
]
+ Kh(0,t) = f(t), (1.22)
ou` les de´rive´es partielles sont e´value´es soit en x = 0 ou x = → ±0. Cette e´quation a bien
la forme attendue : un terme d’inertie, un terme de force exerce´e par la corde sur la masse
(∼ τ∂h/∂x), un terme de raideur du ressort et un terme de forc¸age externe. Ne´anmoins,
la variable h(0,t) et ses derive´es de´pendent du comportement de la corde, et l’e´quation
n’est donc pas ferme´e.
En fait, le but est justement de trouver une e´quation ferme´e pour le mouvement de
la masse m. Pour ce faire nous allons introduire les transforme´es de Fourier spatiale et
temporelle:
h˜(k,t) =
∞∫
−∞
h(x,t)e−ikxdx,
h˜(x,ω) =
∞∫
−∞
h(x,t)eiωtdt,
6. Fonction delta de Dirac,
δ(x− x′) = 1
2π
∞∫
−∞
eik(x−x
′)dk.
Cette fonction vaut ∞ si x = x′ et 0 si x− x′ = 0, telle que l’inte´grale soit normalise´e,
∞∫
−∞
δ(x)dx = 1.
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et aussi les transforme´es inverses :
h(x,t) =
1
2π
∞∫
−∞
h˜(k,t)eikxdk,
h(x,t) =
1
2π
∞∫
−∞
h˜(x,ω)e−iωtdω.
Avec cette notation, ˜˜h(k,ω) repre´sente la double transforme´e de Fourier spatiale et tem-
porelle de h(x,t). De l’e´quation (1.20) on obtient donc
˜˜h(k,ω) =
m
σ
ω2 − ω2o
(ck)2 − ω2 h˜(x = 0,ω) +
1
σ
1
(ck)2 − ω2 f˜(ω). (1.23)
Nous notons que pour e´crire cette e´quation nous avons ne´glige´ les termes de surface des
inte´grales re´alise´es par parties. Plus pre´cise´ment, nous avons suppose´ h → 0, ∂h/∂t → 0
pour t → ±∞, et h → 0, ∂h/∂x → 0 pour x → ±∞. Ceci semble raisonnable du point
de vue physique.
Nous prenons maintenant la transforme´e de Fourier spatiale inverse de cette e´quation,
h˜(x,ω) =
1
2π
∞∫
−∞
˜˜h(k,ω)eikxdk (1.24)
=
[
mc2
σ
(ω2 − ω2o)h˜(0,ω) +
c2
σ
f˜(ω)
]
1
2π
∞∫
−∞
eikx
k2 − (ω/c)2dk. (1.25)
Pour re´soudre l’inte´grale dans cette dernie`re ligne, il suﬃt de reconnaˆıtre
1
(ω/c)2 − k2
comme la double transforme´e de Fourier, ˜˜Go(k,ω), de la fonction de Green, Go(x,t), de
l’e´quation d’onde unidimensionnelle. L’inte´grale dans (1.25) repre´sente donc la trans-
forme´e de Fourier spatiale inverse de ˜˜Go(k,ω), de solution [4]
G˜o(ω,x) = ± c
iω
e±i
ω
c
x, (1.26)
ou` le signe + (−) repre´sente des ondes divergentes (convergentes) a` partir de (vers) l’ori-
gine. Concernant notre proble`me, nous choisissons le signe + car nous sommes inte´resse´s
aux solutions divergentes a` partir de la masse. De plus, ce choix est consistant avec le fait
que la corde est inﬁnie : l’e´nergie fournie par le forc¸age f(t) est donc e´mise par la masse
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sous forme d’ondes divergentes, et cette e´nergie est donc perdue a` l’inﬁni. Nous avons
donc
h˜(x,ω) =
[
mc2
σ
(ω2 − ω2o)h˜(0,ω) +
c2
σ
f˜(ω)
]
ic
ω
e+i
ω
c
x. (1.27)
Nous pouvons maintenant e´valuer h˜(x,ω) en x = 0,
h˜(0,ω) =
ic
ω
[
mc2
σ
(ω2 − ω2o)h˜(0,ω) +
c2
σ
f˜(ω)
]
, (1.28)
et on trouve une e´quation ferme´e pour l’amplitude de Fourier temporelle de la position
de la masse :
h˜(0,ω) =
f˜(ω)/m
ω2o − ω2 − 2iωσc/m
. (1.29)
Enﬁn, nous pouvons prendre la transforme´e de Fourier temporelle inverse, et nous trouvons
une e´quation ferme´e pour la masse m :
m
∂2ho
∂t2
+
2σc
m
∂ho
∂t
+ Kho = f(t), (1.30)
ou` ho ≡ h(x = 0,t). Cette e´quation est bien celle d’un oscillateur harmonique force´
mais avec un terme dissipatif, de constante de dissipation 2σc/m (cette constante est un
rapport entre l’impe´dance acoustique σc de la corde et la masse m, homoge`ne a` l’inverse
d’un temps). Ce terme a le bon signe, c’est-a`-dire il s’agit d’un amortissement. En fait,
ce signe de´pend du choix de la solution ondulatoire divergente ; si nous choisissons le
signe − de l’e´quation (1.26), et nous conside´rons donc les ondes convergentes, nous avons
comme re´sultat la meˆme e´quation dynamique pour m mais avec une dissipation ne´gative.
Le syste`me est donc instable, ce qui correspond a` la situation ou` la corde fournit de
l’e´nergie a` la masse.
Cette exemple montre clairement comment un syste`me conservatif peut avoir une dis-
sipation apparente. Le syste`me complet conserve l’e´nergie, mais c’est le couplage de la
masse avec le champ ondulatoire de la corde qui donne un me´canisme pour transporter
de l’e´nergie vers l’inﬁni. Si l’on conside`re que la dynamique de la masse, nous observons
qu’elle a le comportement d’un oscillateur harmonique avec un terme d’amortissement.
Ceci est analogue au proble`me de la propagation d’ondes dans les syste`mes de´sordonne´s
ou` la diﬀusion e´lastique domine, c’est-a`-dire ou` l’on ne´glige tous les me´canismes dissipa-
tifs possibles. Dans ce cas, on trouve pour l’onde cohe´rente un coeﬃcient d’absorption
qui de´pend du libre parcours moyen e´lastique. Comme dans notre mode`le simple, mais
maintenant a` travers la diﬀusion des ondes, l’e´nergie est retire´e de l’onde incidente pour
eˆtre transporte´e vers l’inﬁni.
1.B Modes normaux d’une chaˆıne de´sordonne´e d’os-
cillateurs
Pour montrer l’eﬀet du de´sordre sur la propagation des ondes, nous allons exposer
l’exemple tre`s simple d’une chaˆıne unidimensionnelle d’oscillateurs harmoniques. Nous
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allons montrer qu’un faible de´sordre dans le syste`me suﬃt pour changer comple`tement
l’allure des vecteurs propres a` petite longueur d’onde : les modes e´tendus du syste`me
ordonne´ deviennent localise´s.
Nous conside´rons une chaˆıne de N particules identiques de masse m lie´es par des
ressorts de constantes de raideur Kn (voir ﬁgure 1.7). Chaque particule est de´crite par
une coordonne´e xn(t), mesure´e a` partir de la position d’e´quilibre. L’e´quation de la particule
n est donc :
m
d2xn
dt2
= Kn(xn+1 − xn) + Kn−1(xn−1 − xn). (1.31)
Nous conside´rons un de´sordre dans les constantes de raideur tel que
Kn/m ≡ Gn = 1 + εn, (1.32)
ou` εn est une variable ale´atoire, de distribution uniforme entre −ε∗ et +ε∗. En l’absence
du de´sordre, i.e. εn = 0 ∀n, ce proble`me a une solution exacte [34], sous forme d’ondes
progressives
xn ∝ ei(kna−ωt), (1.33)
ou` k est le nombre d’onde, ω est la pulsation et a est la distance initiale entre particules.
Avec des conditions aux limites pe´riodiques, on a quantiﬁcation du nombre d’onde, kn =
2πn/aN . En reportant la solution (1.33) dans l’e´quation (1.31), on trouve la relation de
dispersion
ωn = 2ωo| sin(kna/2)|, (1.34)
ou` ωo =
√
K/m est la pulsation propre des oscillateurs.
Dans le cas de´sordonne´ on ne peut plus vraiment parler d’une relation de dispersion
(pour une re´alisation donne´e du de´sordre), mais on peut re´soudre la famille d’e´quations
(1.31) de fac¸on nume´rique. Pour le faire nous utilisons
xn ∝ e−iωt, (1.35)
dans l’e´quation (1.31), et nous obtenons l’e´quation matricielle suivante
(G − ω2I )x = 0. (1.36)
m m m
xj
Kj
xj+1xj-1
Kj-1 Kj+1
a
Fig. 1.7 – Sche´ma de la chaˆıne 1D d’oscillateurs harmoniques. Nous conside´rons
le cas du de´sordre dans les constantes de raideur des ressorts. Les conditions aux
limites sont pe´riodiques.
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Fig. 1.8 – Une re´alisation de valeurs ale´atoires de Kn/m pour une chaˆıne de 128
oscillateurs : Kn/m ≡ Gn = 1 + εn. εn est une variable ale´atoire, de distribution
uniforme entre −ε∗ et +ε∗ ; dans ce cas, ε∗ = 0.05.
Dans cette e´quation, I est la matrice unitaire, de dimension N ×N , et G est une matrice
tridiagonale,
G =


G1 + GN −G1 0 0 ... ... 0
−G1 G1 + G2 −G2 0 ... ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 ... −Gn−1 Gn−1 + Gn −Gn ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 ... ... ... 0 −GN−1 GN + GN−1


.
(1.37)
Nous notons que les conditions aux limites pe´riodiques sont prises en compte dans cette
matrice, dans le terme G1+GN de la premie`re ligne. L’e´quation matricielle (1.36) est donc
une e´quation aux valeurs propres pour G. Pour une conﬁguration donne´e du de´sordre,
nous avons donc N valeurs propres et N vecteurs propres de la matrice G. Les vecteurs
propres correspondent ainsi aux modes propres de la chaˆıne d’oscillateurs.
La ﬁgure 1.8 montre une re´alisation du de´sordre pour ε∗ = 0.05 et N = 128. Nous
pre´sentons aussi les valeurs propres λ = ω2 obtenues pour cette re´alisation dans la ﬁ-
gure 1.9a (les valeurs propres sont pre´sente´es dans l’ordre croissant). Nous comparons ce
re´sultat avec le cas ordonne´, ou` l’on sait que λ = ω2 est donne´ par la relation de dis-
persion (1.34). Pour le cas de´sordonne´, avec de´sordre faible, les valeurs propres sont tre`s
proches de celles de la chaˆıne ordonne´e. La diﬀe´rence relative est en moyenne petite, de
l’ordre de 0.3% comme on peut le constater dans la ﬁgure 1.9b. Nous notons que cette
diﬀe´rence relative est plus importante pour les valeurs propres les plus e´leve´es, de l’ordre
de 1%, c’est-a`-dire pour celles qui correspondent aux petites longueurs d’onde. La di-
vergence de λ/λo−1 vers −∞pour j = 1 est artiﬁcielle (nume´rique) car le premier vecteur
propre correspond a` une translation constante de toute la chaˆıne, et donc, tant dans le
cas ordonne´ que de´sordonne´, λ1 = 0.
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Fig. 1.9 – (a) Valeurs propres sans (trait continu) et avec de´sordre (•) ; les valeurs
propres sont pre´sente´es dans l’ordre croissant. Dans cette ﬁgure, j est donc un indice
pour chaque valeur propre. Dans le cas ordonne´, la courbe correspond a` la relation
de dispersion des ondes dans la chaˆıne, ωj = 2ωo| sin(kja/2)|. (b) Erreur relative
λ/λo − 1 exprime´ en %.
Dans la ﬁgure 1.10 nous pre´sentons deux vecteurs propres j = 10 (ﬁgures a et b) et
j = 128 (ﬁgures c et d) pour chaque cas e´tudie´ : le cas de´sordonne´ (ﬁgures a et c) et le cas
ordonne´ (ﬁgures b et d). Le de´sordre correspond a` la meˆme re´alisation que pre´ce´demment.
Nous observons que lorsque la longueur d’onde est grande par rapport a` la distance entre
particules, c’est-a`-dire par rapport a` l’e´chelle caracte´ristique du de´sordre, les vecteurs
propres sont presque identiques (ﬁgures a et b). Par contre, a` courte longueur d’onde, les
vecteurs propres sont comple`tement diﬀe´rents. La ﬁgure 1.10d montre un cas extreˆme,
ou` le vecteur propre est devenu localise´ a` cause du de´sordre. En fait, ce mode de´croˆıt
de fac¸on exponentielle, comme le montre la ﬁgure 1.11, la distance de localisation e´tant
ξ ≈ 5a.
En conclusion, ce proble`me relativement simple montre qu’un faible de´sordre dans
le syste`me suﬃt pour changer comple`tement l’allure des vecteurs propres a` petite lon-
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Fig. 1.10 – Vecteurs propres j = 10 (a-b) et j = 128 (c-d) dans la chaˆıne 1D, pour
le syste`me de´sordonne´, (a) et (c), ε∗ = 0.05, et pour le cas ordonne´, (b) et (d).
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Fig. 1.11 – Module de l’amplitude du mode localise´ en fonction de la position, en
e´chelle Ln-line´aire. La de´croissance du mode est bien exponentielle, de distance de
localisation ξ ≈ 5a. Le vecteur propre est le meˆme que dans la ﬁgure 1.10c.
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gueur d’onde. En eﬀet, on peut meˆme avoir un mode localise´. Ce re´sultat est bien connu
dans la litte´rature : dans les syste`mes unidimensionnels de´sordonne´s, pour n’importe quel
degre´ de de´sordre, les modes propres deviennent localise´s de`s que la taille du syste`me est
suﬃsamment grande [4].
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Chapitre 2
Acoustique des mousses
Dans ce chapitre nous pre´sentons une e´tude expe´rimentale sur l’acoustique des mousses.
Les expe´riences consistent a` mesurer la propagation de trains d’ondes longitudinaux dans
les mousses. Nous e´tudions aussi l’eﬀet du vieillissement sur l’acoustique de ces syste`mes.
Apre`s d’une introduction a` l’acoustique des mousses nous pre´sentons quelques pro-
prie´te´s physiques de ces syste`mes dans le paragraphe 2.2 . Ensuite, dans le paragraphe
2.3, nous de´crivons les mousses a` raser utilise´es dans les expe´riences (Gillette, du type
Classique [35]). Dans le paragraphe 2.4 nous pre´sentons quelques re´sultats sur la propa-
gation d’ondes dans les ﬁlms de savon. Un re´sume´ des principaux re´sultats expe´rimentaux
est pre´sente´ ensuite, dans le paragraphe 2.5. La partie principale de ce chapitre est
pre´sente´e sous la forme d’un article, publie´ dans Physical Review E (Aouˆt 2002). Enﬁn,
dans les comple´ments au chapitre nous pre´sentons des re´sultats expe´rimentaux concernant
l’eﬀet du drainage sur l’e´volution de la densite´ moyenne et la reproductibilite´ des mesures
acoustiques.
2.1 Introduction
Une mousse liquide est un me´lange gaz-liquide ou` φ ∼ 1 (φ e´tant la fraction volumique
de gaz). Les bulles sont alors en contact les unes avec les autres. Quand la fraction volu-
mique de liquide est infe´rieure a` 1% on parle d’une mousse se`che ; dans le cas contraire,
il s’agit d’une mousse humide. Contrairement au cas de me´langes gaz-liquides dilue´s, il y
a tre`s peu d’e´tudes sur l’acoustique des mousses, tant expe´rimentales [36, 37, 38, 39, 40]
que the´oriques [41, 42]. D’un point de vue expe´rimental, nous pensons que ceci est duˆ en
partie a` l’importante atte´nuation acoustique observe´e et en partie a` la diﬃculte´ d’obtenir
des distributions de tailles de bulles de fac¸on bien reproductible.
Ne´anmoins, Orenbakh et Shushkov ont obtenu quelques re´sultats inte´ressants [36, 39].
Dans la gamme φ = 0.95 − 0.99, ils ont compare´ leurs re´sultats expe´rimentaux sur la
vitesse du son a` la pre´diction the´orique donne´ par le milieu eﬀectif (eq. (1.4) du paragraphe
1.2.1)), et ont obtenu un accord satisfaisant. Pour une fraction volumique de gaz de 0.95
ils ont mesure´ c ≈ 50 m/s. Cette valeur est beaucoup plus faible que celle de la vitesse
du son dans chaque milieu homoge`ne. De plus, ils ont mesure´ le coeﬃcient d’absorption
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α dans la gamme de fre´quence f = 1− 3 kHz ; ils ont trouve´ que celui-ci varie entre 1 et
5 m−1 de fac¸on plus ou moins monotone avec f . Ces valeurs correspondent a` longueurs
d’absorption de l’ordre de 1 a` 0.25 m. On trouve donc que le me´lange est beaucoup plus
dissipatif que chaque milieu homoge`ne. Enﬁn, en dehors de cette e´tude expe´rimentale, les
re´sultats relatifs a` la de´pendance de c en fonction de φ sont assez confus dans la litte´rature.
La re´fe´rence [42] pre´sente une synthe`se des travaux expe´rimentaux connus a l’e´poque. On
trouve des variations importantes pour les valeurs mesure´es de c en fonction de φ. En
ge´ne´ral, les valeurs expe´rimentales sont supe´rieures a` la pre´diction the´orique donne´ par le
milieu eﬀectif, d’un facteur qui varie entre 10 et 50%. Ceci nous indique que le parame`tre
φ ne semble pas eˆtre suﬃsant pour caracte´riser la vitesse du son dans une mousse, meˆme
dans la limite ou` la longueur d’onde est grande par rapport aux tailles de bulles, λ 〈R〉.
Une diﬀe´rence tre`s importante entre une mousse et un me´lange gaz-liquide dilue´ est
que celle-ci pre´sente une re´ponse e´lastique aux de´formations de cisaillement. Une mousse a
donc un module de cisaillement non nul. Ainsi, on peut envisager la mesure d’une vitesse
de cisaillement associe´e aux ondes transverses. A notre connaissance il n’existe qu’une
seule e´tude expe´rimentale concernant ce type d’ondes : dans le re´gime λ  〈R〉, Sun et
al. [40] ont mesure´ une vitesse de cisaillement de l’ordre de 3 m/s, encore plus faible que
la vitesse des ondes de compression. La diﬀe´rence d’un ordre de grandeur entre les deux
vitesses montre qu’il est plus facile de cisailler une mousse que de la comprimer.
2.2 La physique des mousses
Dans cette partie nous pre´sentons les proprie´te´s physiques des mousses, en particulier
celles qui sont pertinentes pour notre e´tude acoustique. Le lecteur peut se reporter aux
re´fe´rences [43, 44, 45] pour plus de de´tails sur les mousses.
Il est bien connu qu’une mousse se comporte comme un ﬂuide de Bingham [43] : pour
de faibles contraintes de cisaillement une mousse re´pond donc de fac¸on viscoe´lastique,
mais elle coule pour des contraintes plus importantes. La transition est caracte´rise´ par une
contrainte critique dite de limite e´lastique. Entre les deux re´gimes, une mousse se comporte
de manie`re plastique, des re´arrangements topologiques apparaissent et les de´formations
deviennent irre´versibles. Dans le re´gime viscoe´lastique, une de´formation de cisaillement
globale, dans le sens macroscopique, induit une de´formation de surface pour chaque bulle.
Il en re´sulte donc que le module e´lastique de cisaillement d’une mousse est de la forme
G∗ ∝ σ/〈R〉, (2.1)
ou` σ est la tension de surface. Selon la taille moyenne des bulles, le module e´lastique varie
donc entre 1 et 100 Pa. Cette valeur est relativement faible par rapport au module e´lastique
d’un solide (∼ 1010 Pa). Ceci explique pourquoi il est relativement  facile  d’induire des
de´formations plastiques et non line´aires dans un syste`me mou comme une mousse. Les
eﬀets de re´arrangements topologiques et du vieillissement d’une mousse sur ses proprie´te´s
viscoe´lastiques et plastiques ont e´te´ e´tudie´s en de´tail re´cemment [46, 47, 48, 49, 50].
Cependant, il existe peu de mesures du module e´lastique de dilatation ou de compression
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100 nm -1µm
<d> ≈  10 µm - 1 mm
1 mm - 10 cm ~1 m
Fig. 2.1 – E´chelles de longueur caracte´ristiques dans une mousse : (a) les mole´cules
tensioactives ont une taille de l’ordre de 1 nm, l’e´paisseur des ﬁlms liquides ≈ 100
nm −1 µm ; (b) Le diame`tre des bulles varie entre 10 µm et 1 mm ; (c) pour des
applications industrielles, une mousse peut facilement occuper un volume de l’ordre
de 1 m3 ou plus.
d’une mousse. On estime qu’il est de l’ordre de 105 Pa [44, 51] car il serait domine´ par la
compressibilite´ du gaz. Il faut noter que l’e´lasticite´ du squelette liquide n’est pas prise en
compte dans ce type d’estimation (voir paragraphe 2.4).
Une autre caracte´ristique des mousses est l’existence de trois e´chelles de longueur
importantes (voir ﬁgure 2.1). La premie`re est l’e´chelle microscopique des ﬁlms liquides,
de´termine´e par des eﬀets mole´culaires. La seconde est l’e´chelle dite me´soscopique, donne´e
par la taille des bulles, ou` la ge´ome´trie de la structure liquide joue un roˆle important. Nous
avons enﬁn l’e´chelle macroscopique, ou` on traite le syste`me comme un milieu homoge`ne
continu. Ge´ne´ralement parlant nous pouvons associer ces trois e´chelles a` : la chimie, la
physique et au ge´nie des proce´de´s respectivement. En tant que physiciens nous e´tudions
comment les caracte´ristiques d’une mousse a` l’e´chelle me´so ou macroscopique, telles que sa
stabilite´ et ses proprie´te´s rhe´ologiques, acoustiques, ou me´caniques en ge´ne´ral, de´pendent
de sa structure et de ses proprie´te´s physico-chimiques.
Une mousse est un syste`me me´tastable, et, comme dans le cas des milieux granulaires,
les ﬂuctuations thermiques sont trop faibles pour permettre l’exploration de l’espace des
phases. L’e´tat du syste`me correspond donc a` un des minima possibles d’e´nergie et, de
plus, cet e´tat de´pend de l’histoire du syste`me. Mais cette me´tastabilite´ est apparente,
car une mousse vieillit avec le temps, de fac¸on continue jusqu’a` son e´ventuelle disparition
(dans le cas d’une mousse de taille ﬁnie). Il existe trois me´canismes de vieillissement :
(i) Sous l’action de la gravite´ et de la capillarite´ le liquide coule naturellement,
ce qui engendre des gradients de densite´ dans l’e´chantillon : c’est le drainage
d’une mousse.
(ii) Si une paroi liquide qui se´pare deux bulles est trop mince, elle peut devenir
instable. Un trou peut s’y former, la paroi se casse et deux bulles voisines
peuvent fusionner : c’est la coalescence des bulles.
(iii) Le gaz diﬀuse entre deux bulles voisines sous l’eﬀet de gradients de pression
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induits par les diﬀe´rences de courbure des interfaces gaz-liquide. La quantite´
de gaz dans les bulles varie avec le temps : c’est le  muˆrissement  d’une
mousse.
Pour stabiliser une mousse il faut empeˆcher l’amincissement des ﬁlms liquides et ra-
lentir le drainage et la diﬀusion du gaz dans le liquide. Pour minimiser le drainage il faut
augmenter les forces visqueuses aux interfaces gaz-liquide. Pour cela on peut soit aug-
menter la fraction volumique du gaz pour amincir les ﬁlms (ce qui est plutoˆt ne´gatif si on
veut aussi minimiser la coalescence), ou augmenter la viscosite´ du liquide par addition de
polyme`res, comme dans le cas des mousses a` raser. Pour empeˆcher l’amincissement des
ﬁlms on introduit des mole´cules amphiphiles charge´es, lesquelles sont adsorbe´es de chaque
coˆte´ de ces ﬁlms. Les interfaces se repoussent donc a` cause des charges e´lectriques de ces
mole´cules. De plus, ces mole´cules diminuent la tension de surface du me´lange gaz-liquide,
ce qui re´duit l’e´nergie ne´cessaire a` la formation d’une bulle. En ge´ne´ral, la distribution de
tailles des bulles est ale´atoire, et le muˆrissement est donc toujours pre´sent. Pourtant, on
peut choisir un gaz peu soluble dans un liquide donne´, et on peut alors minimiser ainsi la
diﬀusion du gaz entre bulles voisines. Selon les applications envisage´es on peut chercher
a` inhiber ou a` favoriser un ou plusieurs de ces me´canismes.
D’un point de vue physique, un cas assez inte´ressant est celui du vieillissement domine´
par le muˆrissement. La croissance de bulles est donc analogue a` la croissance de grains
observe´e par les me´tallurgistes lorsqu’ils recuisent un me´tal [52, 53]. Si le muˆrissement
domine, on pense qu’une mousse atteint un re´gime permanent de fac¸on asymptotique, du
type auto-similaire. La structure de la mousse est donc esclave de l’e´volution temporelle
d’une seule longueur, qui peut eˆtre la taille moyenne des bulles 〈R(t)〉. Plus pre´cise´ment,
si on dilate l’e´chelle de longueur du syste`me, la distribution de taille des bulles F (R,t)
devient asymptotiquement inde´pendante du temps. Ceci s’exprime sous la forme
F (R,t) = a(t,to)F (a(t,to)R,to), (2.2)
ou` a(t,to) = 〈R(to)〉/〈R(t)〉 est le facteur de dilatation. Comme conse´quence de cette
e´volution, il a e´te´ montre´ que 〈R(t)〉 est solution de l’e´quation [52]
〈R(t)〉3(1−β) − 〈R(to)〉3(1−β) = A(t− to). (2.3)
Le parame`tre β est obtenu a` partir de l’e´quation
d〈V 〉
dt
= C〈V 〉β, (2.4)
ou` 〈V 〉 est le volume moyen d’une bulle. Dans une mousse humide, ou` chaque bulle est
sphe´rique, la concentration du gaz diﬀuse´ dans le liquide diminue de fac¸on sphe´rique. On
trouve β = 0 [52, 53], et asymptotiquement on a 〈R(t)〉 ∝ t1/3. Par contre, dans une
mousse se`che, quand les ﬁlms sont minces, le ﬂux du gaz entre bulles est inde´pendant de
l’e´paisseur des ﬁlms. Le ﬂux volumique de gaz est donc de la forme
jn = λ∆p, (2.5)
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ou` λ = const et ∆p ∝ 1/〈R〉 est la diﬀe´rence de pression de Laplace entre deux bulles
voisines. Comme
d〈V 〉
dt
= −
∫
∂V
jn · nˆdS, (2.6)
on trouve
d〈V 〉
dt
∝ 〈R〉 ∝ 〈V 〉1/3 (2.7)
et β = 1/3 [52, 53]. Asymptotiquement on a donc 〈R(t)〉 ∝ t1/2. Dans ce cas, l’e´quation
(2.3) nous donne la loi dite parabolique
〈R(t)〉2 − 〈R(to)〉2 = A(t− to). (2.8)
Dans les expe´riences on cherche a` mesurer l’e´volution de 〈R(t)〉 pour de´terminer si la
mousse suit une e´volution auto-similaire. Les expe´riences sur des mousses bidimension-
nelles ont l’avantage de permettre la visualisation directe de la structure d’une mousse.
En fait, dans le cas des mousses bidimensionnelles se`ches, ou` le muˆrissement est domi-
nant, il a e´te´ montre´ que les relations (2.2) et (2.8) sont bien ve´riﬁe´es [54]. Concernant
les mousses tridimensionnelles, les premie`res ve´riﬁcations expe´rimentales ont e´te´ obtenues
avec les mousses a` raser Gillette, du meˆme type que celles que nous utilisons dans nos
expe´riences. Des mesures du libre parcours moyen optique [55, 48] et du module e´lastique
de cisaillement [48] ont montre´, de manie`re indirecte, que l’e´volution de ces mousses suit
bien asymptotiquement la loi 〈R(t)〉 ∝ t1/2. Ce n’est que re´cemment que des techniques
de visualisation ont e´te´ de´veloppe´es pour les mousses tridimensionnelles, telles que la to-
mographie optique [56, 57]. Dans ces e´tudes, re´alise´es avec des echantillons de mousse
plus se`ches et donc plus transparentes optiquement, la loi parabolique a e´te´ ve´riﬁe´e sous
une forme diﬀe´rente
〈Vf (t)〉2/3 − 〈Vf (to)〉2/3 ∝ (f − fo)(t− to), (2.9)
ou` Vf est le volume d’une bulle de f faces et fo est le nombre moyen de faces.
Finalement, l’important a` retenir de cette discussion est que sous certaines conditions,
le me´canisme de vieillissement dominant est le muˆrissement des mousses. L’e´volution est
alors asymptotiquement auto-similaire, et le rayon moyen des bulles suit l’e´quation (2.3).
Quand les ﬁlms liquides sont minces tel que le ﬂux volumique de gaz est donne´ par (2.5),
le rayon moyen des bulles suit la loi parabolique (2.8). C’est le cas des mousses a` raser
Gillette, comme il a e´te´ montre´ expe´rimentalement [55, 48].
Ne´anmoins, il faut faire attention a` l’e´volution temporelle de la densite´ due au drainage
du liquide. Pour les mousses a` raser Gillette, des observations expe´rimentales ont montre´
que la fraction volumique du gaz reste a` peu pre`s constante pendant les premie`res deux
heures du vieillissement [48]. Ensuite, le drainage du liquide induit un gradient de densite´,
la mousse devient plus se`che vers le haut de l’e´chantillon et plus humide vers le bas.
Au centre, la fraction volumique moyenne du gaz augmente lentement; apre`s 4 heures
(respectivement 8 heures) de vieillissement, elle augmente 0.5% (respectivement 1%), et
donc la densite´ moyenne au centre diminue 7% (respectivement 14%). Les faibles variations
de φ induisent des variations de densite´ assez importantes. En ge´ne´ral, le drainage de´pend
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Fig. 2.2 – Image microscopique d’une mousse a` raser.
de la ge´ome´trie de l’e´chantillon de mousse, en particulier de sa hauteur. Ces nombres ne
sont donc pas  universels , mais les ordres de grandeur correspondent bien aux variations
de densite´ que nous trouvons dans nos propres e´chantillons de mousse (voir paragraphe
2.A).
2.3 Les mousses a` raser
Dans toutes nos expe´riences nous utilisons des mousses a` raser Gillette, du type
Classique [35]. Ce choix a e´te´ motive´ en partie par la grande quantite´ de travaux
expe´rimentaux qui ont e´te´ re´alise´s avec ces mousses et aussi en raison de la stabilite´
et de la reproductibilite´ des e´chantillons [55, 48, 49]. Le fait que la taille moyenne des
bulles e´volue avec le temps, permet de disposer d’un parame`tre du syste`me qui varie de
manie`re naturelle avec le vieillissement. En travaillant a` diﬀe´rentes fre´quences, et donc
longueurs d’onde acoustique, nous pouvons ainsi explorer une large gamme du parame`tre
λ/〈R〉 = 20− 1500.
Une mousse a` raser est un me´lange gaz-liquide dont approximativement 90% est du
gaz, lequel est principalement un me´lange d’Isobutane et de Propane. Dans la phase
liquide il y a une forte concentration de mole´cules tensioactives et de polyme`res. Dans
une bonbonne de mousse a` raser, le gaz se trouve dilue´ dans le liquide de fac¸on sursature´.
Le tout est sous pression et, lors de la formation d’une mousse, les bulles sont engendre´es
par nucle´ation du gaz. Dans les bie`res et les boissons gazeuses le me´canisme de formation
des bulles est le meˆme.
La ﬁgure 2.2 pre´sente l’image d’une mousse a` raser, prise a` l’aide d’un microscope
quelques minutes apre`s sa formation. Le diame`tre moyen des bulles est de l’ordre de 30
µm, et nous observons une grande distribution de tailles des bulles. Le ﬁlms liquides
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Fig. 2.3 – (a) Image microscopique d’une mousse a` raser. Le rayon moyen est
〈RA〉 ≈ 14± 5.5 µm et la fraction volumique du gaz est φ ≈ 0.92. (b) Histogramme
de RA, le nombre total de bulles est 420.
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Fig. 2.4 – Histogramme de ψ = RA/RP , 〈ψ〉 = 0.94±0.03. Pour une bulle sphe´rique,
ψ = 1. En 2D, pour des polygones re´guliers de n = 5, 6, 7 et 8 coˆte´s, ψ ≈ 0.930,
0.952, 0.965 et 0.974 respectivement.
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Fig. 2.5 – Corre´lation entre ψ et RA. Les bulles les plus sphe´riques sont celles de
plus petite taille.
sont plutoˆt minces, pas supe´rieurs a` 1 µm d’e´paisseur. Les bulles ne sont pas tout a`
fait sphe´riques, les plus petites bulles semblent eˆtre les plus sphe´riques. On remarque
que meˆme si ces mousses sont considere´es comme humides, l’e´paisseur des ﬁlms liquides
est assez mince, et nous pouvons donc nous attendre a` ce que le ﬂux du gaz entre bulles
voisines soit bien de´crit par l’equation (2.5). Ceci est consistant avec le fait que ces mousses
suivent la loi parabolique (2.8).
Plus quantitativement, nous pouvons mesurer a` partir de la photographie, l’aire Ab,
et le pe´rime`tre Pb, de chaque bulle. Nous pre´sentons un exemple dans la ﬁgure 2.3. Nous
de´ﬁnissions les rayons RA =
√
Ab/π et Rp = Pb/2π tels que pour une bulle sphe´rique
RA = RP . La ﬁgure 2.3b montre l’histogramme de RA obtenu a partir des 420 bulles de
l’image 2.3a (les bulles qui touchent les bords ne sont pas prises en compte). Les rayons
varient entre quelques µm’s et 40 µm. Le rayon moyen est 〈RA〉 ≈ 14 ± 5.5 µm et la
fraction volumique du gaz est φ ≈ 0.92.
Nous de´ﬁnissions le parame`tre de sphe´ricite´ ψ = RA/RP tel que pour une bulle
sphe´rique ψ = 1. La ﬁgure 2.4 montre l’histogramme de ψ obtenu aussi a` partir de l’image
2.3a. Dans cette image bidimensionnelle d’une mousse, nous pouvons essayer d’ajuster les
bulles par de polygones re´guliers de n coˆte´s. Il est facile a` montrer que le parame`tre ψn
d’un des polygones re´guliers est donne´ par
ψn =
√
2π
n sin θn
√
cos2 θn/2− 1
4
sin2 θn (2.10)
ou` θn = 2π/n. ψn prend approximativement les valeurs 0.930, 0.952, 0.965 et 0.974 pour
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n = 5, 6, 7 et 8. Nous observons que dans cette projection bidimensionnelle d’une mousse,
les bulles ont en moyenne un nombre de faces voisin de 6. En fait, il est bien connu qu’a`
deux dimensions, le re´seau de pe´rime`tre optimal est hexagonal [45]. Enﬁn, la corre´lation
entre ψ et RA est pre´sente´ dans la ﬁgure 2.5. Comme nous l’avons observe´, nous trouvons
que les bulles les plus sphe´riques sont celles de plus petite taille.
2.4 L’e´lasticite´ des ﬁlms de savon
Avant de pre´senter notre e´tude acoustique, nous allons exposer quelques re´sultats
sur les ondes qui peuvent se propager dans un ﬁlm de savon. L’inte´reˆt est de mettre en
e´vidence le comportement e´lastique de ces ﬁlms, dont l’e´lasticite´ est due a` la pre´sence de
mole´cules amphiphiles.
Un ﬁlm compose´ d’un liquide pur peut propager deux types d’ondes : un mode asyme´-
trique, ou` les surfaces sont en opposition de phase, et un mode syme´trique, ou` les surfaces
sont en phase (voir ﬁgure 2.6). Ces deux modes sont connus comme les modes de Taylor
[58]. Le mode syme´trique a la relation de dispersion suivante :
ω = k
√
2σ
ρlh
, (2.11)
ou` σ est la tension de surface, ρl la densite´ du liquide et h est l’e´paisseur du ﬁlm. Le mode
asyme´trique est dispersif, la relation de dispersion e´tant
ω = k2
√
σh
2ρl
. (2.12)
Ce mode est tre`s amorti car il induit des variations locales d’e´paisseur, et engendre donc
un mouvement de liquide dans le ﬁlm (voir ﬁgure 2.6b). En pratique, le mode asyme´trique
est observe´ plus facilement.
Concernant les ﬁlms de savon, il est bien connu que la pre´sence de mole´cules amphi-
philes donne des proprie´te´s e´lastiques aux ﬁlms liquides [51, 59, 60, 61]. Cette e´lasticite´
est due a` la redistribution de mole´cules tensioactives entre la surface et le volume
d’un ﬁlm lors de de´formations. Quand cette de´formation est lente par rapport au temps de
diﬀusion τD des mole´cules tensioactives
1, on parle d’e´lasticite´ de Gibbs, et les mole´cules
ont donc le temps de diﬀuser entre la surface et le volume. Dans le cas contraire, il s’agit
de l’e´lasticite´ de Marangoni, et les mole´cules n’ont pas le temps d’e´migrer du volume a`
la surface (ou vice-versa). La de´formation du ﬁlm liquide change donc l’aire de la surface
tout en conservant le nombre de mole´cules a` la surface constant. Si le ﬁlm est e´tire´ (com-
prime´), la concentration de mole´cules amphiphiles diminue (augmente) et la tension de
surface augmente (diminue). C’est la variation de tension de surface qui donne l’e´lasticite´
aux ﬁlms de savon.
1. τD = h2/Dch correspond au temps mis par les mole´cules pour e´migrer depuis une surface
a` l’autre (Dch est la constante de diﬀusion des mole´cules tensioactives). Pour des faibles concen-
trations, et pour h ∼ 1 µm, on a τD ∼ 0.01 s. Ne´anmoins, en pre´sence d’impurete´s, τD ∼ 1 s
[51, 59].
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(b) Mode symétrique
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Fig. 2.6 – Ondes dans un ﬁlm liquide. (a-b) Modes de Taylor : modes asyme´trique
et syme´trique dans un ﬁlm de liquide pur. (c) Mode e´lastique syme´trique dans un
ﬁlm de savon. En gris on montre les zones de compression-e´tirement-compression
respectivement.
La propagation d’ondes dans les ﬁlms de savon a e´te´ e´tudie´e par Lucassen et al.
[60, 61]. Ils ont montre´ l’existence d’un mode e´lastique, en plus de deux modes de Taylor.
Ce mode est syme´trique (ﬁgure 2.6c) et il implique deux me´canismes de variation locale
d’e´paisseur, le premier e´tant duˆ a` l’e´coulement visqueux du liquide (de fac¸on analogue au
mode syme´trique de Taylor) et le deuxie`me, a` l’e´tirement et a` la compression du ﬁlm aux
ventres de l’onde. Nous notons que pour le deuxie`me me´canisme les variations d’e´paisseur
sont dues aux variations de concentration de mole´cules tensioactives a` la surface du ﬁlm.
En fait, il a e´te´ montre´ que ce me´canisme est dominant par rapport au premier [51]. Plus
exactement, si (∂h/∂t)1 ((∂h/∂t)2) est la vitesse locale de la surface due a` l’e´coulement
visqueux (e´tirement du ﬁlm), on a
(∂h/∂t)1
(∂h/∂t)2
∼
(
h
λ
)2
 1, (2.13)
ou` λ est la longueur d’onde du mode e´lastique. Donc, pendant une pe´riode d’oscillation,
l’e´coulement visqueux n’a pas le temps de se mettre en place et le ﬁlm se comprime et
s’e´tire comme un milieu e´lastique.
Le mode e´lastique a` donc pour relation de dispersion [61]
ω = k
√
2E
ρlh
+ iβ, (2.14)
ou` β = 2νlk
2 est le coeﬃcient d’amortissement, νl est la viscosite´ cine´matique du liquide,
E = 2dσ/d lnA repre´sente l’e´lasticite´ du ﬁlm de savon et A est l’aire du ﬁlm. En ge´ne´ral,
ce mode est peu amorti, i.e. β  ω.
Il est inte´ressant de remarquer que cette e´lasticite´ n’a pas e´te´ prise en compte dans
les estimations de compressibilite´ de volume d’une mousse qu’on peut trouver dans la
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litte´rature [44, 51]. Nous allons montrer qu’il est bien ne´cessaire de le faire, tant pour
expliquer la valeur mesure´e du module e´lastique de volume d’une mousse que son e´volution
temporelle.
2.5 Re´sume´ des principaux re´sultats expe´rimentaux
En raison de la variation de la taille moyenne des bulles avec le vieillissement et des
diﬀe´rentes fre´quences acoustiques explore´es, le parame`tre λ/〈R〉 varie entre 1500 et 20
dans nos e´xperiences. Nous explorons donc les deux re´gimes λ 〈R〉 et λ  〈R〉. Dans le
premier re´gime on peut s’attendre a` ve´riﬁer les pre´dictions de la the´orie du milieu eﬀectif.
Dans le second re´gime on s’attend a` avoir une forte dissipation de l’onde acoustique ou
des eﬀets importants de diﬀusion multiple et d’interaction entre bulles.
Nos experiences montrent que tant la vitesse du son que l’absorption varient lors du
vieillissement des mousses. Nous ve´riﬁons que la vitesse du son est bien donne´e en premie`re
approximation par le milieu eﬀectif. Ne´anmoins, pour une mousse jeune, la vitesse du
son est approximativement 50% plus e´leve´e que la valeur pre´dite par cette the´orie. De
plus, la vitesse du son de´croˆıt avec l’aˆge de la mousse, d’environ 20% apre`s les deux
premie`res heures de muˆrissement. Tout ceci n’est pas du tout explique´ par la the´orie du
milieu eﬀectif, car nous nous attendions a` ce que dans la limite λ  〈R〉, les proprie´te´s
acoustiques d’une mousse ne de´pendent que de la composition du milieu diphasique et pas
de sa structure ge´ome´trique. La prise en compte de l’e´lasticite´ du squelette liquide de la
mousse a` l’aide de la the´orie de Biot non-dissipative donne un bon accord tant qualitatif
que quantitatif avec nos mesures de vitesse du son a` basse fre´quence. Nous montrons ainsi
que pour bien de´terminer la vitesse du son, il est ne´cessaire de connaˆıtre la structure d’une
mousse, meˆme dans le re´gime λ 〈R〉.
Comme on pouvait s’y attendre, l’atte´nuation acoustique dans une mousse est tre`s im-
portante par rapport a` celle de deux phases homoge`nes. Nous trouvons que l’atte´nuation
par longueur d’onde est proportionnelle au temps de vieillissement et a` la fre´quence acous-
tique, soit αλ ∝ 〈R〉2f . A partir de ce re´sultat, on conclut que l’atte´nuation d’e´nergie
acoustique est domine´e par la dissipation thermique aux couches limites des interfaces
gaz-liquide. Ceci est duˆ au grand contraste des proprie´te´s acoustiques et thermiques entre
le gaz et le liquide.
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We present experimental measurements of sound velocity and absorption in a commercial shaving foam. We
observe that both quantities evolve with time as the foam coarsens increasing its mean bubble radius R. By
varying the acoustic frequency we probe the foam from the large wavelength regime, 1500R, down to the
scale 20R. Sound absorption  varies significantly with both the foam age and the excitation frequency.
After an initial transition time of 20 min, the attenuation per wavelength,  , varies linearly with the foam age.
In addition, for evolution times smaller than 90 min, we observe that  scales linearly with both foam age
and frequency. From these scalings we show that the thermal dissipation mechanism is the dominant one.
Sound velocity c is initially frequency independent but the medium becomes slightly dispersive as the foam
coarsens. We observe that sound velocity depends on the evolution of the structure of the foam, even in the
large wavelength regime. After 2 h of foam coarsening, c decreases at least by a factor of 20%, due to the
softening of the foam. These facts are explained by considering the liquid matrix elasticity, due to the presence
of surfactant molecules. A simple model of foam structure, combined with results of Biot’s theory for porous
media, gives both good qualitative and quantitative agreement with our experimental results in the low fre-
quency regime.
DOI: 10.1103/PhysRevE.66.021404 PACS numbers: 82.70.Rr, 43.20.g
I. INTRODUCTION
Sound propagation through bubbly liquids has attracted
much attention, from both theoretical 1–5	 and experimen-
tal points of view 6–10	. The presence of gas bubbles in a
liquid profoundly affects its acoustic properties. For ex-
ample, a common feature of bubbly liquids is the very low
speed of sound that can be reached, even at very small gas
volume fractions. In general, the effective sound speed ceff
can be lower than both the speed in the pure liquid cl and in
the pure gas cg . This reduction is in fact due to the high
contrast of acoustic properties of both media. More precisely,
the density of the mixture is dominated by the density of the
liquid and its compressibility is given by that of the gas, thus
a lower effective sound velocity is expected.
It is also known that liquids containing a small amount of
gas bubbles possess a relatively high sound attenuation com-
pared to the gas-free liquid 11,12	. The sound wave damp-
ing is mainly due to three mechanisms, namely, the viscosity
of the surrounding liquid, the gas thermal conductivity, and
the scattering of sound by the bubble 11–14	. We note that
the last mechanism is not a dissipative phenomenon, but it
effectively removes energy from the incident sound wave,
reemitting it in other directions than the incident one.
Most of theoretical and experimental studies on sound
propagation in bubbly liquids deal with the limit of very
small gas volume fraction 
1. In addition, theoretical
models generally assume that the acoustic wavelength is
much larger than the typical bubble size. Commander and
Prosperetti 10	 give an extensive review of the subject and
show the validity of an effective-medium approach the van
Wijngaarden–Papanicolaou model 1,4,5	 by comparison
with the experimental data available at the time. They con-
clude that the quoted model is valid for acoustic frequencies
 much smaller than the bubble resonant frequency  r .
Even at gas volume fractions of the order of 5104, dis-
crepancies between the experimental and theoretical values
of sound attenuation were found for  r . They offer as
explanation the fact that at resonance the scattering cross
section of a single bubble increases dramatically, then break-
ing down the assumption that the bubbles do not interact.
The problem of the effect of bubble interactions on the sound
propagation has been theoretically studied only recently, both
at low 15	 and high gas volume fractions 16	. An interest-
ing prediction of these theoretical studies is that the sound
velocity is found to increase with respect to the noninteract-
ing effective-medium result 15,16	, but almost no experi-
mental work has been carried out to test this result.
If we increase 
 enough, bubbles will eventually come in
contact, producing a foam. Contrary to bubbly liquids of
small gas volume fraction, very little work has been done on
sound propagation through foams. From an experimental
point of view we believe that this is due to the high absorp-
tion of acoustic waves in these systems, which makes acous-
tic measurements a difficult task. Another possible reason is
the difficulty in obtaining reproductive bubble distributions,
a problem also found in the experiments concerning low
bubble concentrations 10	. However, some interesting ex-
perimental results were obtained by Orenbakh and Shushkov
17	, who present an attempt of verification of the depen-
dence of the effective sound velocity c on the gas volume
fraction 
 as given by Eq. 2 of Sec. I B	. For 
0.95
they measured c50 m/s, which is of the order of our mea-
sured values. In addition, they measured the sound attenua-
tion coefficient ; for acoustic frequencies between 1 and 3
kHz they found that it varies from 1 to 5 m1. Another
interesting work is the study of shear wave propagation by
*Permanent address: Departamento de Fı´sica, Facultad de Cien-
cias Fı´sicas y Matema´ticas, Universidad de Chile, Avenida Blanco
Encalada 2008, Santiago, Chile.
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Sun et al. 18	, where a much lower velocity c3 m/s was
reported. The difference in magnitude between the compres-
sional and shear velocities shows that a foam is much easier
to shear than to compress. Concerning theoretical studies,
Gol’dfarb and co-workers have studied the heat transfer ef-
fect on the absorption of sound in foams 19,20	. We note
that they neglect the heat transfer between bubbles, thus ne-
glecting thermal interactions. In Ref. 20	 they also review
the experimental results known at the time and they compare
them with their theory. Concerning the 
 dependence of c,
the situation seems somewhat confusing, as they present
some experimental results in agreement with their prediction
and some others in disagreement. In general, the few experi-
mental results that they were aware of seem to indicate that c
is higher than the predicted value given by a simple
effective-medium approach, the difference varying from 10%
to 50%.
In this work we present an experimental study of sound
propagation through a coarsening shaving foam Gillette
regular 21	. We study the aging and the frequency depen-
dence of acoustic propagation. In particular, we show that
sound velocity and absorption are quantities that evolve in
time. As the mean bubble radius grows by coarsening and by
varying the acoustic frequency, we are then able to vary the
acoustic wavelength  from the large wavelength regime,
1500R, down to 20R, where R is the mean
bubble radius. In the later regime either dissipative effects or
multiple scattering effects and bubble interactions are ex-
pected to become important. From the dependence of the
sound absorption on both time and sound frequency we can
also identify the dominant damping mechanism as the ther-
mal dissipation. Finally, we also address in this paper the
question of the theoretical prediction of the sound speed in a
foam and the mechanism that explains its evolution, namely,
the liquid matrix elasticity due to the presence of surfactant
molecules. To our knowledge, this is the first experimental
study of the acoustic properties of a coarsening foam.
This paper is organized as follows: we first review some
general characteristics of aqueous foams in Sec. I A and the
theoretical treatments of sound propagation through bubbly
liquids in Sec. I B. The experimental setup and the acoustic
measurement methods are presented in Sec. II. We then
present our experimental results in Sec. III and we show how
the foam coarsening is probed by acoustic measurements.
Finally, a discussion of our results and the conclusions are
given in Sec. IV.
A. Aqueous foams
Aqueous foams are diphasic systems with a high concen-
tration of gas bubbles in a liquid matrix of small volume
fraction, thus 
1. In general, surfactant molecules are
present in the liquid in order to decrease the bubble surface
tension reducing then the energy required to form a bubble
and to increase the stability of the liquid films.
An important characteristic of foams is that they are never
in equilibrium. They are intrinsically unstable and evolve in
time. Three aging mechanisms can be identified: i the liq-
uid can drain due to gravity, imposing density gradients in
the sample; ii the films that separate bubbles can become
too thin and, in consequence, unstable, causing their rupture
and the coalescence of adjacent bubbles; iii the bubble vol-
ume can vary due to gas diffusion through the liquid films
due to Laplace pressure differences. In foams of high con-
centration of bubbles, i.e., of high gas volume fraction, there
are large viscous forces that oppose the fluid drainage. In
fact, polymers are generally added to the liquid to increase
its viscosity, thus mechanism i can be very slow. Also, if
surfactants are added to the liquid, the bubble interfaces are
very stable under coalescence processes, so mechanism ii is
negligible too. As in most foams the bubble size distribution
is random, so process iii cannot be eliminated and it always
occurs. Nevertheless, gases of poor solubility and poor dif-
fusivity can be used to minimize coarsening. Thus, under
certain conditions, the dominant aging mechanism is the gas
diffusion between bubbles. This is indeed the case in shaving
foams, as it has been shown experimentally 22,23	.
When the coarsening process is due to interbubble gas
diffusion, experiments have shown that foams reach a scal-
ing state 22–24	. This means that the foam structure is
dominated by the time evolution of a single length scale,
which can be the radius mean value R(t) the average is
performed over a given bubble configuration. More pre-
cisely, this means that if we rescale the bubble radius by this
time-dependent length, then the bubble size distribution be-
comes asymptotically time independent. As a consequence of
this scaling state, it has been shown that the mean bubble
radius follows a parabolic law of the form 25	
R t 2R to2A tto, 1
where to is an arbitrary reference time and A is a constant.
Previous experiments on shaving foams give R(t)15, 30,
and 50 m for t20, 120, and 480 min 22,23	. In practice,
the parabolic law is used to test if the foam has reached a
scaling state or not.
Nevertheless, some attention should be drawn to the foam
density evolution due to drainage. Experimental observations
on Gillette regular samples, of 7 cm height, show that the
average gas volume fraction remains constant for the first 2 h
of foam aging 23	. At later times, 
 is seen to increase
slowly and a density gradient appears in the sample (
 in-
creases more rapidly at the higher part of the sample. After
4 and 8 h, the spatial average of 
 increases by a factor of
0.5% and 1%, respectively the spatial average is taken over
two measurements, at 1.5 and 5 cm above the bottom of the
vessel. Thus, over the same time scales, the average density
decreases by factors of 7% and 14%, respectively. Such
relatively small changes in 
 are crucial to the density
changes, which can indeed affect the foam acoustic proper-
ties. It must be noticed that as drainage depends on the foam
sample geometry, in particular, on its height, these numbers
are not universal. However, they agree in order of magnitude
with the density changes of our own foam samples.
B. Theoretical aspects of sound propagation in bubbly liquids
This section consists in a review of the most important
aspects of sound propagation through bubbly liquids in the
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limit 
1. Nevertheless, we note that the very definition of
the effective sound speed does not depend on this limit.
The most simple effective-medium approach states that
when the wavelength is much larger than the scale of the
inhomogeneties, the wave propagation does not depend on
the fine details of the mixture. The wave then probes an
effective homogeneous medium with average acoustic prop-
erties 1,4,5,10	. Thus, for a liquid/gas mixture we can write
for the effective sound speed,
ceff
2 
1

, 2
where 
g(1
) l and 
g(1
) l are
the average density and the average compressibility, respec-
tively. We note that this definition is quite general, in the
sense that it is used for different kinds of diphasic systems,
such as suspensions, emulsions, and bubbly liquids. It was
apparently first written by Wood 26	 and Herzfeld 27	, and
is often referred as Wood’s formula. In this simple model, the
system is characterized by the knowledge of the macroscopic
quantity 
 , and no details on the statistical bubble distribu-
tion are needed.
In the case of bubbly liquids,  lg and  lg , and Eq.
2 takes the approximated form
ceff
2 
1
 lg1


. 3
We note that this expression implicitly assumes that the liq-
uid and the bubbles move with the same velocity throughout
the acoustic wave. This is indeed the case at low acoustic
frequencies, when the viscous boundary layer is much larger
than the bubble size,  l /R2 ( l l / l is the liquid ki-
nematic viscosity,  is the acoustic angular frequency, and R
is the typical bubble size. In this case viscous forces domi-
nate over dynamic forces and the bubbles are driven by the
liquid. This was noted by Crespo 2	, who also showed that
in the opposite limit,  l /R2, Eq. 3 must be replaced by
ceff
2 
12

 lg1


. 4
Thus, if bubbles move with respect to the liquid, sound
waves propagate faster.
None of the above expressions of ceff take into account
the structure of the bubbly liquid, thus the statistics of the
bubble distribution do not play any role. In addition, sound
attenuation is discarded. To go a step further, one has to take
into account the fact that a bubble in a sound field behaves as
a forced harmonic oscillator, its stiffness being given by the
gas compressibility and the inertia by the liquid density. For
an isolated bubble that undergoes adiabatic radial oscilla-
tions, the angular resonance frequency is given by 28	
 r
2
3Po
 lR2
, 5
where Po is the ambient pressure and  is the specific heat
ratio. This expression can be understood as follows: a gas
bubble that undergoes adiabatic compressions has a stiffness
of order PoR and a radiation mass of order  lR3, thus the
natural frequency scales like Po / lR2. For an air bubble
of radius R10 m in water, the resonance frequency is
 r/2325 kHz. It is interesting to note that at resonance,
the associated acoustic wavelength is much larger than the
bubble size, r2cl / r4.5 mm. In addition, for small
bubbles, we must take into account surface tension effects.
We then replace in the above expression Po→Po2/R ,
where  is the liquid/gas surface tension.
A more elaborated effective-medium approach, the van
Wijngaarden-Papanicolaou model 10	, gives the following
dispersion relation for the complex wave number k in the
low gas volume fraction limit 
1:
k2
2
cl
2 4
2
0
 RFR dR
 r
222ib
, 6
where  is the acoustic pulsation, F(R) is the normalized
bubble size distribution function, and b is the damping con-
stant note that in spite of its name, b is a function of R and
). This dispersion relation is analogous to the complex in-
dex of refraction of dilute gases and ‘‘nondense’’ dielectric
materials 29	. In a bubbly liquid, b involves three contribu-
tions, viscous and thermal dissipation mechanisms and sound
scattering, bbvb thbsc 11–14	. The phase velocity c
and the absorption  are, therefore, defined as
c

Rek	 , Imk	 . 7
This effective-medium approach has the advantage that it
provides an explicit form for the damping constant b 10	. It
is interesting to note that the dispersion relation 6 can also
be obtained by a multiple scattering approach for the coher-
ent part of the acoustic wave 4,6	, but in this case b is
introduced by hand.
Concerning the validity of this dispersion relation, we re-
mark that when  r and 
1, such that scattering effects
are small, there is a good agreement between the values of c
and  predicted by Eq. 6 and those obtained experimen-
tally 10	. Only for wide bubble size distributions 7	 and for
two-dimensional bubble screens 8	, the agreement can be
extended to a wider range of frequencies, up to  r 10	.
A final remark concerning the dispersion relation 6: if
we define g1/Po and use the definition


4
3 0

R3FR dR , 8
it is easy to show that for F(R)n(RR) and small
dissipation, such that b r
2
, and considering the leading
order terms in / r1, 
1, and ceff /cl1, the dispersion
relation 6 becomes
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k

ceff
 1 i2   , 9
where 2b/ r
2 is the dimensionless damping constant
and ceff is given by Eq. 3 up to order 
 . From Eq. 7 we
also obtain cceff and /(2ceff).
In most of the experimental situations of interest it is well
accepted that for driving frequencies less than the bubble
resonance, thermal dissipation is the dominant damping
mechanism; on the contrary, for frequencies greater than the
bubble resonance, the scattering damping dominates 11–14	
for a review, see the book of Leighton, Chap. 4.4.2 30	.
It is interesting to have a look at the form of each term of
the dimensionless damping constant 10,14	:
v
4 l
 lR2 r
2 , 10
sc
R3
cl r
2 , 11
 th
Po
 lR2 r
2ImF˜ R ,	 , 12
where F˜ (R ,) is a complex function that turns out to depend
on the single variable 2R/l t , where l t2Dg / is the
gas thermal boundary layer thickness and Dg is the gas ther-
mal diffusivity. The low frequency limit →0 gives
 th→
4R2
3Dg
, 13
which is accurate within 5% and 10% for 2.4 and 
2.8, respectively. The high frequency limit → gives
 th→
31 
2R 
2Dg

, 14
which in turn is accurate within 5% and 10% for 50 and
25, respectively. To give an idea of the relative value of
the different damping terms, for a water/air mixture with R
10 m and /240 kHz, we estimate  th1.6, v
2.4103, and sc2.5105. Thus, in the low fre-
quency range, the thermal dissipation is indeed the dominant
damping mechanism. Finally, in view of our experimental
results, using Eqs. 13 and 14 in Eq. 9, such that 1,
we find that for a water/air mixture the following scalings for
the thermal contribution to the sound absorption are ob-
tained:
 th→
4R2
3Dg
15
for →0 and
 th→
31 
2 2DgR2 16
for → , where ceff f . We finally remark that these ex-
pressions are valid to leading order in  .
II. EXPERIMENTAL SETUP
The experiment consists in measuring the propagation of
acoustic pulses through aging foams. In all the experiments,
shaving cream is used as a sample Gillette regular 21	.
This choice has been motivated in part by the number of
experimental studies done on this kind of foam and in part by
the stability and reproducibility of the samples 22–24	.
Two different experimental setups are used depending on
the explored acoustic frequencies. At low frequencies we
only measure the sound velocity c. This is due to the fact that
at low frequencies the acoustic absorption length 1/ is of
the order of 0.3–1 m 17	, and we then need an experiment
of these dimensions in order to measure it accurately. As we
work with commercial shaving foams, we cannot produce
these amounts of foam in a homogeneous way. At higher
frequencies, as 1/ becomes of the order of 1 cm or less, we
are able to measure both c and  by probing the acoustic
pressure as a function of the distance of propagation in a
more reasonable volume of foam.
For all the experiments the average density of the foam
 is controlled at the beginning of foam aging and after
each measurement, at a given foam age. This is done by
measuring the mass of foam contained in a known volume.
The balance has a sensitivity of 0.01 g Mettler Toledo
PB602, so the final density sensitivity is 	2 mg/cm3.
The foam temperature is maintained constant by controlling
the ambient temperature at 21.5	1 °C.
At low frequencies a 45-mm-diameter and 7-mm-thick
piston is used as an acoustic source. Figure 1a shows a
sketch of this setup. The frequency can be varied in the range
1 kHz–10 kHz. The experimental results presented here cor-
respond to f5 kHz. The piston is driven by an electrome-
chanical vibration exciter B&K 4810 and its response is
followed by a piezoelectric accelerometer B&K 4393.
Fresh foam samples are injected in a 60-mm-interior-
diameter and 90-mm-height cylindrical container. The con-
tainer’s wall is made of plexiglass and the vibrator is used as
a base. With this setup, the foam is enclosed in the plexiglass
tube however, the sample is not sealed, and no humidity air
saturation was found to be necessary. The incident acoustic
pulse is obtained by means of exciting the vibrator with an
amplitude modulated electric pulse, centered at a frequency f
with Nc cycles. The reception is done by a piezoelectric pres-
sure sensor with a 40 kHz resonant frequency PCB
106B50, the sensitivity being 80.8 mV/kPa. As we measure
both the piston response and the acoustic pressure, we can
measure both the time of flight and the amplitude of the
pressure signal. Thus, the distance between the piston surface
and the pressure sensor is left fixed at L56 mm, which
ensures that measurements are done in the far field of the
piston. The electric pulse is generated by an arbitrary func-
tion generator Wavetek 395, and the number of cycles can
be varied between a few cycles (Nc3) to a semicontinuous
pulse (Nc100). Nevertheless, to avoid interferences due to
reflections at the ends of the tube, all the pulses are chosen to
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be shorter than L thus, in general, Nc7). This electric
pulse is amplified by a power amplifier B&K 2706 and the
detected pressure signal is filtered and amplified by a low-
noise preamplifier Standford Research Systems 560. Typi-
cal gains vary between 103 and 104. The piston velocity and
the amplified acoustic pressure signal are then measured by
an oscilloscope Lecroy 4374L and transferred to a power
PC via a general purpose interface bus board. The sound
speed c is then obtained by measuring the time of flight fl
between the piston velocity and the pressure signal.
The second experimental setup is almost the same but the
incident acoustic pulses are now generated by acoustic trans-
ducers. Figure 1b shows a sketch of this setup. To explore
different frequencies, two different transducers are used for
the pulse emission: a contact transducer is used at f
37 kHz Panametrics X1021 and an air coupled trans-
ducer at f63 and 84 kHz ITC 9071. With this last trans-
ducer the acoustic impedance matching with the foam is
much better. The fresh foam samples are injected in a 45-
mm-diameter and 40-mm-height cylindrical container. The
container’s wall is plexiglass, while the base is polyvinyl
chloride. The acoustic transducers are mounted concentri-
cally on the base, with the active surface directed into the
plexiglass cylinder. Thus, during an experiment, the acoustic
transducer is in contact with the foam sample. In this case the
reception is also done by a piezoelectric pressure sensor but
with a 500 kHz resonant frequency PCB 113A02. The sen-
sor is followed by an in-line charge amplifier PCB 402A11,
the final sensitivity being 3.2 mV/kPa. The distance L be-
tween the acoustic transducer and the pressure sensor is con-
trolled by a micrometer displacement controller, with a reso-
lution of 20 m Micro-Controle M-UMR5.25. The
electric signal generation and the pressure signal measure-
ments are done in the same way as for the first setup. But in
this case, the electric signal used to excite the acoustic trans-
ducers is amplified by a high speed power amplifier NF
Electronic Instruments 4005. Finally, the electric impulse
and the amplified acoustic pressure are the signals that are
measured by the oscilloscope and transferred to the power
PC. To measure c and  , the distance L is varied by constant
steps.
At high frequencies and for large distances of propaga-
tion, or large aging times, the acoustic pressures can be quite
low, of the order of a few pascals. As the level of the elec-
tronic noise of the pressure sensor is of the order of 40 Pa, it
is necessary to average the pressure signal for about 100 to
400 sweeps. Depending on the number of sweeps, this aver-
aging process takes between 2 and 6 s, which is fast com-
pared to the time evolution of the foam. Finally, within the
second setup, only the upper surface of the foam sample is in
contact with air. As the pressure sensor is immersed in the
foam sample, this surface is always quite far from the probed
volume, at least 20 mm farther. For the explored foam ages
the evaporation of water is only seen to affect a thin layer on
the surface of the sample, typically 1–2 mm thin. Thus, we
do not need to saturate the air humidity because the probed
volume is not affected by water evaporation. We verified this
point by performing some measurements under humidity
saturated atmosphere; no changes were observed.
An important point is the reproducibility of the experi-
ments. We observe that our measurements are very sensitive
to the foam production. As we use commercial shaving
foams, the state of the initial foam varies from one sample to
another. There are at least two important parameters: the
foam average density  and the bubble size distribution
F(R ,t), where t denotes the aging time. The foam density
depends slightly on the foam tube history; it is mainly con-
stant for the first 10–20 samples produced from the same
tube the foam then tends to become more liquid. For dif-
ferent tubes, we find that the density varies slightly. In gen-
eral, the average foam density is measured to be 
0.076	0.005 g/cm3, which corresponds to a gas volume
fraction 
0.924	0.005.
Once the density is controlled, the principal effect on the
acoustic measurements is due to the bubble size distribution.
We observe that for short evolution times, or low excitation
frequencies, it is the mean bubble size R(t) that determines
the foam acoustic properties. Nevertheless, as we increase
the excitation frequency and tend to probe more effectively
the ‘‘details’’ of the foam structure, the measurements be-
come quite sensitive to the details of F(R ,t) and its evolu-
tion. It is clear that F(R ,t) is in part fixed by the interior
geometry of the foam tube size of pores through which the
foam is forced, etc., parameters that we do not control at all.
Another parameter that is seen to affect F(R ,t) at the pro-
duction of the foam is the velocity of the foam at the exit of
the tube. In practice, this means that we have to produce the
foam at a constant velocity, constant during its production
and also between different sample productions.
To reduce then the possible errors due to the variations in
F(R ,t) and  from one sample to another, we perform
several measurements of  and c between 5 and 20, keep-
FIG. 1. Sketches of the experimental apparatus. a Low acous-
tic frequencies: 1 electromechanical vibration exciter, 2 piston,
3 piezoelectric accelerometer, and 4 pressure sensor. b High
acoustic frequencies: 1 acoustic transducer, 2 pressure sensor,
and 3 micrometer displacement controller.
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ing unchanged the other experimental conditions. We then
perform ensemble averages over  and c. This averaging
procedure allows us to determine these quantities with rela-
tive errors smaller than 15% in most cases 10% and 5%,
respectively.
III. EXPERIMENTAL RESULTS
A. Low frequency results
We start this section by presenting our experimental re-
sults at low frequency, namely, f5 kHz and Nc5. Figure
2 shows typical time series of the piston velocity vp and the
acoustic pressure p. The foam age is about 10 min and the
initial time is given by the end of foam production. As the
vibration exciter has a nearly flat frequency response around
the excitation frequency, the piston velocity is seen to follow
the electric pulse quite well. The acoustic pressure signal is
also seen to follow the piston velocity, with the expected
delay due to the pulse propagation. From this kind of data we
define pmax and fl as the maximum pressure amplitude of the
acoustic pulse and the time between the maxima of the pis-
ton velocity and acoustic pressure pulse. Finally, the ob-
served small second pulse in Fig. 2b is due to reflections at
both ends of the tube, as its extra flight time is approximately
double of the flight time of the first acoustic pulse.
We then present in Fig. 2c the time evolution of the
ensemble-averaged sound velocity cL/fl , for 8 h of
foam aging. To avoid confusions we note that we are dealing
with the propagation of finite pulses and that there does not
seems to be much pulse distortion, thus the measured veloc-
ity is the group velocity. As the system can be dispersive it
should not be identified with the phase velocity. Measure-
ments on five different foam samples were done. The error
bars correspond to the standard deviations obtained. The
ensemble-averaged density is 0.076	0.005 g/cm3.
For each sample the value of  is measured at the begin-
ning of the foam aging. Within this setup the foam density
does not vary during the first 2 h of foam aging. After 8 h of
aging, a 5%–20% average decrease with respect to the initial
value of  is measured. We observe that the exact value
depends on the height at which the foam density is measured,
the density change being higher near the top surface and
smaller at the middle of the foam sample. In fact, for long
times we observe the formation of a very thin layer of liquid
on the vibration exciter surface, which confirms that the av-
erage density change is due to liquid drainage. The order of
magnitude of the observed average density reduction is in
agreement with previously published data 23	.
We then observe a decreasing behavior of the sound ve-
locity with time. At early times it has a value of 65 m/s and
then decreases and tends to 50 m/s. The corresponding
acoustic wavelength c/ f varies from 1.3 cm to 1 cm
with foam aging. This indeed corresponds to the large wave-
length regime R . As expected from the discussions
given in the Introduction, we measure a much lower effective
sound speed compared to both sound speeds in the liquid and
gas components of the mixture that composes the foam.
A very important experimental observation is that the
foam softens with aging. This point has been clearly estab-
lished for the shear elastic modulus of a coarsening foam
23,24	. However, the bulk elastic modulus of a foam does
not seem to have been studied. Considering a foam as a
viscoelastic solid, we can define the longitudinal sound speed
as c(K4/3)/, where K and  are the macroscopic
bulk and shear elastic moduli, respectively 31	. Therefore,
for fresh foams c65 m/s and then K3.2105 Pa, and
after 2 h of coarsening c53 m/s, and K decreases to
2.1105 Pa. We remark that we have used K , since a
foam is usually considered as incompressible. In fact, we
find that for fresh foams, K is 700 times larger than the
reported values of  23,24	. It should be noticed that the
frequencies of the shearing experiments reported in 23,24	
FIG. 2. Time series of piston velocity vp a and acoustic pres-
sure p b, for L56 mm, f5 kHz, Nc5, and 0.074
	0.002 g/cm3. Foam age is about 10 min. From this kind of data
we define pmax and fl as the maximum pressure amplitude of the
acoustic pulse and the time of flight, which is measured between the
maxima of the piston velocity and acoustic pressure pulse. c Time
evolution of the ensemble-averaged sound velocity c for f
5 kHz. The ensemble-averaged density is 0.076
	0.005 g/cm3.
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are very low, typically in the range f0.04–3 Hz. Thus, the
exact value of  to be compared with K) is expected to be
different at f5 kHz, but we do not expect it to change in
order of magnitude.
Thus, as foam density does not vary significantly during
the first few hours of foam aging, we can then conclude that
the main mechanism responsible for the reduction of the
sound speed with time is the increment of foam compress-
ibility, or in other words, the softening of its elastic bulk
modulus. Furthermore, we believe that the observed satura-
tion of c is due to a competition between the increment of
foam compressibility and the average density reduction in
the foam’s volume. In fact, measurements performed up to
17 h of foam aging show that c finally slightly increases with
time, about 3% during the last 8 h. If the density reduction is
the only mechanism for this small increment of c, we expect
it to change by an amount of the order of 10%. Therefore, the
observed long time behavior of c must be due to the compe-
tition between both effects.
The main results of the low frequency experiments are the
following ones: i acoustic measurements allow us to probe
the foam coarsening. ii As expected, the effective sound
speed is found to be much lower than the sound speeds in
both components of the foam. iii The sound speed reduc-
tion is due to the softening of the foam, i.e., the foam tends
to be more compressible with aging time.
Nevertheless, for long times the liquid drainage is seen to
affect the foam density profile, and thus sound propagation.
Taking into account our observations on the evolution of ,
we then consider that acoustic measurements are of most
utility during the first 4 h of foam coarsening. This means
that we can use acoustic measurements for the determination
of the bulk elastic modulus of a coarsening foam. For longer
times, the main problem is the appearance of a density gra-
dient in the system and a significant change of the average
density; however, combined acoustic and density measure-
ments can give important qualitative information about the
foam properties and its aging.
B. High frequency results
We now present results concerning higher excitation fre-
quencies, namely, f37, 63, and 84 kHz. Considering the
foam sound velocity to be of the order of 50 m/s, these
frequencies correspond to wavelengths of the order of 1.3,
0.8, and 0.6 mm, respectively. We recall that our experimen-
tal setup allows us to measure both  and c in this frequency
regime.
In Fig. 3 we present the time evolution of the pressure
pulse maximum pmax and the flight time fl for L
15 mm, f37 kHz, Nc7, and 0.078
	0.002 g/cm3. We note that the flight time fl is now de-
fined as the time difference between the maxima of the elec-
tric input and the acoustic pulse. We observe that as the foam
coarsens the transmitted acoustic signal becomes smaller. Af-
ter 90 min, the acoustic amplitude pmax decreases approxi-
mately by a factor of 50. Thus, at high frequencies and as the
mean bubble size increases with time, the acoustic absorp-
tion in the foam increases in a significant way. Also, after
this time, the flight time fl slightly increases. Thus, as we
already observed at low frequencies, as the foam coarsens,
sound velocity decreases. Figure 3a shows that pmax de-
creases exponentially with time, with a characteristic decay
time  of the order of 22 min. We note that this decay time
depends on L, and we roughly find 1/L . At this propaga-
tion distance, L15 mm, after 120 min the acoustic signal
decreases to 1 Pa. This value corresponds to the resolu-
tion of our acquisition system sensor sensitivity  averag-
ing process  oscilloscope resolution. On the other hand,
Fig. 3b shows that fl evolves according to the law a
bt1/2, with a0.308	0.001 ms and b8.2
	0.1 s/min1/2. We remark that these ‘‘nice’’ behaviors of
pmax and fl with aging time t are not observed at low fre-
quencies.
An important feature is the dependence of pmax and fl on
L. As the foam evolves with time, we must make fast mea-
surements for different values of L. The term ‘‘fast’’ means
that the measurement should take a time much smaller than
the typical decay times. This is done by moving the pressure
sensor manually with the micrometer displacement controller
and measuring pmax and fl . The motion is in the direction of
the acoustic transducer, so we decrease L by constant steps.
A typical run for several L’s takes about 1 min, which is
indeed short compared to the decay times. Figure 4a shows
that pmax also decreases exponentially with L for a ‘‘fixed’’
evolution time. The data were taken 30 min after the foam
production. The continuous line shows an exponential fit of
the form pmaxpoeL, with po1.07	0.01 kPa and 
160	3 m1. Now, we define LLL1 and flfl
fl1 , where L1 and fl1 are the shortest measured distance
of propagation and flight time. Figure 4b then presents L
as a function of fl , and the slope of this curve gives a
direct measurement of sound velocity; in this case c55.1
FIG. 3. a In loge-linear scale, time evolution of pmax for L
15 mm, f37 kHz, Nc7, and 0.078	0.002 g/cm3. b
fl vs t
1/2
. Continuous lines show the fits pmaxpoet/ and fl
abt1/2, with po314	3 Pa, 22.1	0.3 min, a0.308
	0.001 ms, and b8.2	0.1 s/min1/2.
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	0.3 m/s. We remark that this method avoids the effects of
the thin liquid layer between the transducer and the foam
formed by drainage 32	.
Considering our experimental results we observe, as ex-
pected, that the acoustic pressure has the following form:
px ,t pmaxx ,t ei[tk(t)x], 17
pmaxx ,t e(t)x, 18
where k(t)/c(t) is the wave number, c(t) is the sound
velocity, and (t) is the absorption coefficient the (t) and
c(t) notation indicates the effect of foam coarsening	. These
are the basic acoustic quantities that we can measure. We
note that in our problem there are clearly two different time
scales, one associated with the foam evolution and the other
with the sound frequency, such that 1/f . There are also
three length scales, given by  , 1/ , and R, which in gen-
eral are well separated, i.e., 1/
R. However, as will
be shown for high frequencies and large foam ages, the ab-
sorption length can be comparable to the acoustic wave-
length, 1/ see below.
The evolution in time of  and c for different frequen-
cies is displayed in Fig. 5. For comparison, we also show in
Fig. 5b the values of c obtained at f5 kHz. At high
frequencies, each point corresponds to an ensemble average
of at least seven independent experimental runs.
We observe that  increases with time for all f. Also, for
a fixed foam age,  increases with f. Thus, we can conclude
that as we probe the smaller scales of the foam structure by
increasing R or decreasing ) the sound is more effec-
tively attenuated. We observe that the fluctuations of  in-
crease with both f and the foam aging time see the size of
the error bars. This reflects the sensitivity of the acoustic
absorption measurements to the details of the foam disorder.
We also observe that as foam coarsens, the two length scales
1/ and  become comparable.
Another interesting feature is that after an initial transition
time of 20 min,  seems to follow a linear dependence
on t. We present then in Fig. 5a the corresponding linear fits
abt , which are done for t
20 min. These linear
evolution laws fit quite well the ensemble-averaged values of
 . Recalling the parabolic law Eq. 1, we conclude that the
time dependence of the quantity  is given by the evolution
of the square of the dominant length scale in the foam, the
mean bubble radius, i.e., (t)(t)R(t)2.
Concerning sound velocity, we observe that at high fre-
quencies c also decreases with time; it has an initial value of
the order of 63 m/s and it decreases to 45 m/s after 4 h of
aging. As the density does not change significantly on the
evolution time scale, we confirm our previous result that the
FIG. 4. a In loge-linear scale, pmax versus L. b L versus
fl . The continuous lines show the fits pmaxpoeL and L
cfl , with po1.07	0.01 kPa, 160	3 1/m, and c
55.1	0.3 m/s. The measurement was made 30 min after the
foam production. f37 kHz, Nc7, and 0.080
	0.002 g/cm3.
FIG. 5. a Time evolution of  for f37 (), 63 (), and 84 () kHz. The continuous lines correspond to linear fits abt for
t
20 min. The parameters are a0.159, 0.097, and 0.175, b2.61103, 7.84103, and 9.58103 min1, respectively. The linear
regression coefficients are Rc0.9996, 0.9998, and 0.9992, respectively. b Time evolution of c, in linear-log10 scale, for f5 (), 37
(), 63 (), and 84 () kHz. The ensemble-averaged density is 0.076	0.005 g/cm3.
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foam softens as it coarsens. Concerning the frequency depen-
dence we note that for short times we do not observe any
velocity dispersion. Nevertheless, as time evolves a clear ve-
locity dispersion appears; after 2 h of aging, the lowest fre-
quency value is clearly higher than the highest frequency
value, by approximately a factor 20%, and c thus becomes a
decreasing function of f. We believe that the only possible
explanation for this time-dependent velocity dispersion is the
existence of a characteristic time scale that depends on the
mean bubble radius R(t) . A natural choice seems to be the
inverse of the bubble resonant frequency. In fact, in the limit

1, sound velocity dispersion is observed as the resonant
frequency is approached 8,10	, and for  r , c decreases
with f. We note that this velocity dispersion is also predicted
by the dispersion relation 6. Nevertheless, the definition of
a resonant frequency in a concentrated foam does not seem
clear, and we do not have the analogous expressions to Eqs.
5 and 6.
From the velocity data of Fig. 5b, we can estimate the
evolution of the ratio /R for all the explored frequencies.
To obtain R we use Eq. 1 and we roughly estimate A
5.07 m2/min, to20 min, and Ro14 m, using
the visual observations reported in Ref. 24	. We obtain that
/R decreases asymptotically as a power law of t, which is
due to the parabolic evolution of R and the very small
dependence of  on t. Depending on both the foam age and
the excitation frequency, this quantity decreases from 1500
to 20. Thus, due to the explored frequency range and the
foam coarsening, we see that our experiments explore both
regimes R and 20R.
To conclude the presentation of our experimental results,
we plot in Fig. 6a the time evolution of / f , for all f
together. We notice that this scaling works pretty well, spe-
cially at the shorter aging times, let us say for t90 min.
Thus, the main results of the high frequency experiments
are the following.
i Sound attenuation varies significantly with both foam
age and sound frequency. As we probe the smaller scales of
the foam structure, by increasing R or by decreasing  , the
sound is more effectively attenuated. The sound attenuation
fluctuations are also seen to increase with time and fre-
quency.
ii For all the explored frequencies the sound velocity
decreases with foam age. Thus, the foam becomes more
compressible as it coarsens. Velocity dispersion is observed
for long evolution times. After 2 h of foam coarsening c has
clearly become a decreasing function of f.
iii The attenuation per wavelength  is seen to be a
linear function of foam age, i.e., t . Recalling the para-
bolic law for the evolution of R(t), we can then state that
this quantity scales as R2. In addition, for short times,
 is found to scale linearly with both foam age and fre-
quency, so that t fR2 f .
IV. DISCUSSION AND CONCLUSIONS
A. Sound attenuation
Our measurements show that the acoustic attenuation is
very high compared to the attenuation in both components of
the foam. We can qualitatively understand this fact by fol-
lowing an argument given by Landau and Lifshitz 33	. Let
us suppose that we have a gas bounded by a well defined
surface, which has both high thermal conductivity and high
rigidity compared to the gas, and consider that a sound wave
in the gas undergoes a reflection on the wall’s surface. In the
sound wave, the temperature oscillates periodically about its
mean value. Thus, near the rigid and highly conductive wall,
there is a periodically fluctuating temperature difference be-
tween the gas and the wall. But at the wall itself, the tem-
peratures of the wall and the fluid must be the same. This
generates a large temperature gradient in a thin boundary
layer of the gas, where energy is dissipated by thermal con-
duction. The same kind of argument shows that the gas vis-
cosity also leads to a strong absorption of energy, because
the velocity gradient is large at the boundary. We recall that
in the bulk of a homogeneous fluid, sound attenuation is due
to the same physical mechanisms, but the temperature and
velocity gradients are generated by the wave itself, such that
they are of order Tac / and vac / , respectively 33	. Here,
FIG. 6. a Time evolution of the scaled quantity / f . b  versus 2, where 2R/l t ; f37 (), 63 (), and 84 () kHz,
and l t6.6, 5.0, and 4.4 m, respectively.
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Tac and vac are the amplitude of the acoustic temperature and
velocity fluctuations. In general, these gradients are small
compared to the gradients formed in a boundary layer. In
fact, it is well known that the ratio of the power losses at the
surface to the power losses in the gas volume is of order /l ,
where l is the molecular mean free path in the gas see Chap-
ter 6.4 in Ref. 34	. This can be easily shown by estimating
the thermal power losses on the wall, wall
t
, and the thermal
power losses in the volume, vol
t
, as
wall
t Tac /l t2, vol
t Tac /2, 19
where l t2Dg / is the thermal boundary layer. Thus,
wall
t
vol
t
 l t
2


l , 20
where in the last expression we have used Dgcgl , l being
the molecular mean free path in the gas and cg the gas sound
speed. In a gas, cgl/ , and the same result is obtained
for the ratio of the viscous power losses. The fact that the
surface power losses dominate the volume power losses ex-
plains why systems of high porosity and with high contrasts
of both thermal and acoustic properties, such as foams, are
good acoustic attenuators.
As discussed in Sec. I B, there are several damping
mechanisms of an acoustic wave in a bubbly liquid, namely,
the liquid viscosity, the gas thermal conductivity, and the
sound scattering. In principle, from both the frequency and
the bubble size dependence of  , we should be able to
identify which of these mechanisms is dominant. In our ex-
periments, the bubble sizes vary with time due to gas diffu-
sion, according to an evolution law of the form R2t . As
we measure a linear dependence of  with time, we con-
clude that R2. This scaling alone is a strong restriction
to the possible damping mechanisms. On the other hand, we
observe that the quantity  scales like f for early foam ages,
approximately for t90 min.
If we consider the scattering contribution given by Eq.
12, we should expect a dependence of the form sc
R3/ r
2
. This corresponds to Rayleigh scattering, 4,
valid in the large wavelength limit R . As discussed be-
fore, in the case of concentrated foams, it is clear that  r
cannot be given by Eq. 5, and the question of a proper
definition of the bubble resonance in a concentrated foam
does not seems to be clear. As the density is greatly reduced
compared to a dilute bubbly liquid, we do expect the reso-
nance to be shifted to higher frequencies. In any case, in the
large wavelength regime, a Rayleigh scaling sc3 is ex-
pected. Thus, from our experimental results we can conclude
that the scattering damping is not important to leading order.
An important point that has not been discussed is the vis-
cous attenuation caused by the translational motion of the
bubbles. In fact, the van Wijngaarden–Papanicolaou model
considers the viscous attenuation due to the radial motion of
the bubbles. But it has been argued that in the case of bubbly
liquids, for frequencies much smaller that the bubble reso-
nant frequency, the effects of viscosity on the translational
motion would dominate the effects caused by the radial os-
cillations 3,35	. Nevertheless, as discussed in the Introduc-
tion, it has been well established for bubbly liquids that the
thermal damping dominates for  r and 
1 10	, such
that even if the translational viscous drag dominates the ra-
dial viscous damping, it does not seem to be important. In
general, the relative importance of the different damping
mechanisms depends on the material constants of the system.
For example, Urick compares experimental results of sound
attenuation in dilute kaolin and sand suspensions with a
viscous-drag calculation of v 36	. He finds a good agree-
ment with theory and he concludes that the viscous drag
between the fluid and the particles is the dominant damping
mechanism. On the other hand, Allegra and Hawley compare
viscous drag and thermal attenuations in an emulsion of 20%
toluene in water and find that the thermal damping is domi-
nant 37	.
We must note that the asymptotic viscous-drag expres-
sions of v 36,37	 take forms similar to those given by
Eqs. 15 and 16 for the thermal damping mechanism, such
that
v
R2
 l
21
for R/lv1, with lv2 l / , and
v  l
R2
22
for R/lv1. Thus, compared to our results, both low fre-
quency expressions 15 and 21 give the correct scalings on
R and  . As the foam is concentrated, it seems quite unlikely
to us that the sound wave could generate a relative motion
between the bubbles and the thin liquid films. To clear up
this point, we estimate the viscous boundary layer for f
37, 63, and 84 kHz to be lv2.9, 2.3, and 1.9 m, respec-
tively, where we approximate  l106 m2/s, as for water.
As the liquid channel thickness h in our foams is 1 m or
less, we conclude that bubbles are strongly coupled by vis-
cous forces. The viscous forces are then so high, that no
relative motion between the bubbles and the liquid is pos-
sible. However, if the frequency is increased enough, such
that lv decreases well below h, we can expect the viscous-
drag attenuation to become important. We finally conclude
that the main contribution to the sound attenuation is given
by thermal dissipation.
We can indeed go a step further by comparing quantita-
tively our results with the theoretical predictions for the ther-
mal attenuation. To do so, we plot in Fig. 6b the experi-
mental attenuation per wavelength versus 2, where 
2R/l t . The gas is a mixture of isobutane and propane,
we then have Dg5106 m2/s at T21.5 °C 38	. Once
again, R is estimated by the parabolic law 1. As the
bubble size distribution is quite large, we recall that  is an
average value. For f37 kHz and at the beginning of foam
coarsening, 3; for long aging times and higher frequen-
cies, 12. Thus the bubble diameter is, in general, larger
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than the thermal boundary layer. We observe that for the
smaller values of 2, the data collapse on a single curve.
This collapse also corresponds to the smaller values of  .
For higher values of 2,  seems to increase with f. A
possible explanation is that when we increase the frequency,
the scattering contribution of the larger bubbles to the sound
attenuation becomes important. The crossover between the
different behaviors is obtained for 240.
We note that from Eq. 16 we expect 1/ for
1. This means that for a large enough frequency, 
should decrease with t, which is not observed experimentally.
We think that this is in part due to the large polydispersity of
the bubble size distribution. In fact, we expect a maximum
attenuation per wavelength for 1, which can be inter-
preted as a thermal resonance condition l tR . Thus, at fixed
frequency, the bubbles that satisfy this thermal resonance
condition are those that attenuate most effectively the inci-
dent sound wave. Due to foam coarsening, the bubble size
distribution becomes larger with time. However, the smallest
bubbles are continuously shrinking before disappearing dur-
ing the coarsening process. Thus, there always exist bubbles
that satisfy the resonance condition even at high frequency.
On the other side, for the larger bubbles, the scattering con-
tribution to the sound attenuation becomes important. These
two mechanisms lead to an increase of  with time.
B. Effective sound velocity
Our first observation is that the value of the sound veloc-
ity is much smaller that the velocities of both components of
the foam, which is expected from the high contrast of acous-
tic properties between the components of the foam. As it will
become clear after this discussion, the most important ex-
perimental observations are the following: i The sound
speed evolves as the foam coarsens. ii The initial value of c
is markedly higher than that estimated with Wood’s formula
3. iii Velocity dispersion is observed for long times; after
2 h of foam coarsening, c is clearly a decreasing function of
f. These results show that the sound speed depends on the
foam structure in a nontrivial way, and we will now discuss
them in more detail.
We can indeed try to estimate the sound velocity by
means of the effective-medium approximation. We use
Wood’s formula, given by Eq. 3. The foam average density
is 0.076 g/cm3, and we can consider the average com-
pressibility to be 
g , where 
0.924 is the average
gas volume fraction and g1/Po is the adiabatic com-
pressibility of the gas. Here, Po is the atmospheric pressure
and  is the ratio of specific heats. As the gas is a mixture of
isobutane and propane, we approximate 1.1 for T
21.5 °C 38	. Thus, g8.8106 Pa1, and we find
ceff40 m/s, which is of the order of magnitude of the mea-
sured values. For fresh foams the sound velocity has never-
theless a value of 65 m/s, which is 60% higher than the
estimated value. This seems to be contradictory, because at
the beginning of the foam evolution the condition R is
better satisfied than for large foam ages, so we would expect
the effective-medium estimation to work better at short foam
ages. The difference between the predicted and the measured
values of c has already been noted by Gol’dfarb et al. 20	,
and it seems that there is a systematic deviation in some of
the measured values compared to the adiabatic approxima-
tion given by Eq. 3. Nevertheless, some experimental re-
sults presented in Ref. 20	 agree with Eq. 3. This confus-
ing result was already pointed out in the introduction of this
paper. We note that Gol’dfarb et al. did not take into account
the foam coarsening. No attention at all was drawn to the age
of the foam when the measurements were done. Our mea-
surements indicate that the value c40 m/s can be observed
if the foam coarsens for long enough time. However, there is
an important difference between the estimated and the mea-
sured values of c for fresh foams.
The estimation given by Wood’s formula must be consid-
ered as a leading order approximation. In fact, we have found
that the effective sound velocity evolves with time, and this
aspect is not considered at all in this effective-medium ap-
proach. We know that for the first hours of foam coarsening
the average density  does not vary significantly with time.
We must then consider the dependence of the compressibility
on the foam structure. In particular, for short foam ages, we
expect that the effective compressibility should be lower,
roughly by a factor 2.5 with respect to 
/Po .
It is well known that the presence of surfactant molecules
gives elastic properties to liquid films 39,40	. This elasticity
is caused by the redistribution of the surfactants between the
free surface and the bulk of the liquid during a deformation
process. When the deformations are slow, this elasticity is
called Gibbs elasticity. Thus, during a slow deformation, the
surfactant molecules have time to diffuse out to the surface.
There is then a thermodynamic equilibrium between the sur-
face and the bulk surfactant concentrations. On the contrary,
if the deformation is fast, the elasticity is called Marangoni
elasticity, and in this case the surfactant molecules do not
have time to migrate from the bulk to the free surface. In this
case, the deformation changes the film’s surface but the num-
ber of surfactant molecules at the surface stays constant.
When the liquid film is stretched, the surfactant surface con-
centration is then reduced and the surface tension increases.
It is the extra surface tension that tends to reduce the surface
deformation.
The terms ‘‘slow’’ and ‘‘fast’’ must be compared to a dif-
fusion time scale. In fact, it is the time Dh2/Dch that
characterizes the diffusive motion of the surfactant mol-
ecules here h is the liquid film thickness and Dch is a chemi-
cal diffusion constant. Typically, for 1-m-thick films, D is
of the order of 0.01 s 40	. However, due to contaminations,
D can increase up to 1 s 39	. It is then clear that for the
explored acoustic frequencies, it is the Marangoni elasticity
that could be important. For small surfactant concentrations,
the Gibbs and Marangoni elastic constants are of the same
order, EGEM80 mN/m 40	. For large concentrations,
the Marangoni elasticity dominates, the value of EM being
smaller than in the small concentration limit.
We can then consider that the foam liquid matrix has elas-
tic properties. The problem of sound propagation through a
liquid-elastic matrix with gas inclusions resembles very
much that of a porous fluid-filled solid media in our case the
fluid is the gas and the porous ‘‘solid’’ medium is the liquid-
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elastic skeleton. In fact, sound propagation through these
kind of heterogeneous systems has been widely studied. The
semiphenomenological Biot theory is considered as the most
general effective-medium theory for two-component systems
and it has been shown to have a tremendous predictive
power 41	. To our knowledge, this is the only effective-
medium theory that considers explicitly the existence of a
skeleton elasticity, and it is therefore interesting to see under
which circumstances we can apply this theory to our foam
samples. In the Biot theory there are four basic assumptions
41	: i the system can be described by two displacement
fields, ii there is no force due to relative displacements of
the centers of mass of the two constituents, iii the fluid in
our case the gas neither creates nor reacts to shear forces,
iv sound attenuation is solely due to viscous damping cre-
ated by the relative motion of both constituents. To apply this
theory to our foams, the main problems are given by assump-
tions ii and iv. In fact, assumption ii presumes that the
fluid is interconnected throughout the sample, which is not
the case in a foam. On the other hand, assumption iv ne-
glects the possibility of thermal damping, which we know is
dominant for the high frequencies explored by our experi-
ments. However, it is easy to show that point ii can be
completely relaxed if both constituents are described by the
same displacement field, such that there is no relative motion
between the gas and the liquid; as it has already been shown,
this is the case for our foam samples because bubbles are
highly coupled by viscous forces. This has another conse-
quence, which is the elimination of dissipative terms in Biot
theory, since the only damping source is given by velocity
differences at the boundaries of both constituents.
Thus, the main problem is that Biot theory does not con-
sider thermal attenuation. However, we note that in the low
frequency experiments pmax decreases very slowly during the
explored aging times, by approximately a factor of 1.6 after
8 h of coarsening. This has to be compared to the reduction
of pmax by a factor of 50 observed after only 2 h of coarsen-
ing for f37 kHz. If we assume that at low frequencies,
thermal damping dominates the acoustic attenuation, then for
f5 kHz, R2 is of order 0.03, 0.07, and 0.1 for
aging times of 20 min, 2 h and 4 h, respectively. Thus, our
low frequency experiments can be considered as almost non-
dissipative. We can then apply the low frequency results of
the Biot theory. In this limit, both constituents are described
by the same displacement field and two nondissipative
propagating modes are predicted 41	, a transverse mode and
a longitudinal one, with speeds given by
c t
2
N

, c l
2
H

23
with
H
Ks
Ks /K f 1
	Kb
1
Kb /Ks
Ks /K f 

4
3 N , 24
where 
 is the fluid volume fraction. Ks and K f are the bulk
elastic moduli of the solid and the fluid as if they were ho-
mogeneous and isotropic. Thus, in the case of a foam, Ks
→1/ l and K f→1/g , and 
 is the gas volume fraction. Kb
and N are the bulk and shear elastic moduli of the skeletal
frame liquid-elastic matrix. In general, they are indepen-
dent of the fluid in the pores 41	. N can be then identified as
the shear modulus of the foam, previously noted by  , but
for a foam /R 23,24	 and the surface tension  de-
pends on the gas. On the other hand, the first term of H can
be then identified as the elastic bulk modulus, which we
denoted by K in Sec. III A. For a foam K , and we can
then consider that the first term of the right-hand side of Eq.
24 is dominant. The form of this term is not obvious, but
we can show that in the limit of a very weak skeleton, such
that Kb /Ks→0 and Kb /K f→0, Eq. 24 then takes the form
H
1

g1
 l
, 25
and the longitudinal sound velocity c l takes the form of
Wood’s formula 2. In the case of a foam, where the elastic
properties of the liquid films can be important, we have
H
1

g
1
gKb, 26
where we have neglected terms of order  l /g . Thus, the
skeleton elastic modulus Kb increases the foam’s effective
bulk modulus, and thus the effective sound speed.
We now proceed to estimate Kb . It is known that pure
liquid films without surfactants can propagate in both anti-
symmetrical and symmetrical wave modes 40	. However,
the symmetrical mode is more difficult to observe because it
involves viscous motion of the liquid from the nodes to the
antinodes. In a liquid film with surfactant molecules, the
variation of thickness is coupled to the variation of the sur-
face density of the surfactant molecules. The corresponding
waves propagate at a velocity vM2EM / lh 40	, where h
is the film thickness. We can therefore define the liquid film
elastic modulus as Kb2EM /h .
The final step is to relate h to the mean bubble radius
R(t) . As the total foam surface decreases with time and the
liquid content is constant, h should increase with time. In
addition, as the foam structure is dominated by a single
length scale, a linear relation hR(t) is expected. We then
estimate an average value of h by assuming that each bubble
is surrounded by a liquid film of thickness h/2 thickness per
bubble. The gas volume fraction is then


R t 3
R t h t /23
. 27
Thus, for 
0.924, h(t)BR(t), with B5.34102.
The effective skeleton elastic modulus is therefore
Kb
2EM
BR t 
. 28
We then find that the foam’s effective bulk modulus,
given by Eq. 26, evolves with time, which explains the
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time dependence of the measured sound velocity. In fact,
using Eqs. 23, 26, and 28, we find that the longitudinal
sound speed takes the form
 c l t 
cw
 21 a1b tto 29
with cwPo /
40 m/s, which is Wood’s value of
the effective sound speed, and
a
2
EM
BPoRo
, 30
b
A
Ro2
. 31
As before, A5.07 m2/min and Ro14 m, thus b
0.026 min1.
We then present in Fig. 7 the time evolution of the experi-
mental values of (c/cw)2 for f5 and 37 kHz. This quantity
represents the foam’s elastic bulk modulus, normalized to
Po /
 . As discussed before, for early times of coarsening,
this bulk modulus is a factor 2.5 higher than Po /
 . In the
frame of the Biot theory we can understand this fact by the
importance of the liquid matrix intrinsic elasticity, which
turns out to be of the same order as Po /
 . The continuous
lines are fits of Eq. 29 for t240 min, where both a and b
are adjustable parameters. We observe that for the lower fre-
quency, the fit is quite good. In this case we also show the
long time extrapolation of the fit dashed line. The long time
departure is caused by the average density reduction due to
drainage. At f37 kHz the fit seems to deviate significantly
for t100 min, the experimental values being lower that
those predicted by the fit and this is observed for all the high
frequency measurements. This is surely caused by the break-
down of the nondissipative approximation made to obtain
Eq. 23. Table I shows that for low f the fitted values of b
approach the expected value b0.026 1/min, confirming
that we can apply the Biot theory to our low frequency re-
sults. On the other hand, the fitted values of a at low fre-
quency give EM60 mN/m. In spite of the rather rough
estimation of B, this value is in good agreement with those
found in the literature for the Marangoni elastic constant in
the large surfactant concentration limit 39	.
Before concluding this discussion, we will estimate the
sound velocity of transverse waves. This is motivated by the
experimental results of Sun et al. 18	. They effectively show
that a foam can propagate as a transverse acoustic wave. We
note that their measurements were performed in the fre-
quency range 20–200 Hz. Compared to our measurements of
the longitudinal velocity, they report a much lower transverse
velocity, c t3.1	0.4 m/s. Unfortunately, they give little in-
formation about the foam characteristics. For example, the
mean bubble size and the bubble size distribution are not
reported. Nevertheless, they do mention the average density,
31	4 kg/m3. As the liquid they used is a mixture of dis-
tilled water and glycerine, we have approximately  l
1 g/cm3, so the average gas volume fraction is 
0.97.
They also indicate that their measurements were done with
1-h-old foams. On the other hand, Cohen-Addad et al. have
studied the viscoelastic response of a coarsening foam 24	,
using Gillette shaving foams. They measured the temporal
evolution of both elastic shear and loss moduli in the fre-
quency range 0.04–3 Hz. For a foam age of 15 min, 
increases slowly with f from 400 to 500 Pa. By Eq. 23, we
have c t/. Considering that 76 kg/m3, we ob-
tain that c t increases slowly between 2.3 and 2.6 m/s with f.
This value is very close to that found by Sun et al.; taking
into account the differences of the foams, this may be a
coincidence. The important point is that our estimation gives
a good order of magnitude and we expect to find this value
for our own foam samples. Finally, the difference in magni-
tude between the estimated values of c t and the measured
longitudinal sound velocity is very important. As noted be-
fore, it corresponds to a factor 700 between bulk and shear
elastic moduli.
In conclusion, we have shown that frequency-dependent
acoustic measurements can be used to probe foam coarsen-
ing. This is due to the high contrast of thermal and acoustic
FIG. 7. Time evolution of (c/cw)2 for f5 () and 37 ()
kHz. The continuous lines correspond to fits of the form
c(t)/cw	21a/1b(tto) for t240 min see Table I for
the values of a and b). The dashed line shows the extrapolation of
the fit for f5 kHz.
TABLE I. Parameters of the fit c(t)/cw	2 given by Eq. 29.
The fourth column presents the regression coefficients.
f kHz a b(min1) Rc
2 1.42	0.01a 0.020	0.001 0.985
5 1.33	0.01 0.022	0.001 0.999
37 1.01	0.05 0.038	0.005 0.977
63 1.04	0.08 0.040	0.006 0.961
84 1.03	0.07 0.038	0.006 0.959
aThis frequency corresponds to a single experimental run, with
0.071 g/cm3. 
 and cw are then corrected.
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properties at the liquid-gas interface within the foam, which
leads to a dominant thermal dissipation. We have also ob-
served that sound velocity depends on the structure of the
foam even in the large wavelength regime. This is explained
by considering the liquid matrix elasticity, which is related to
Marangoni’s elasticity. A simple model of foam structure,
combined with the low frequency Biot theory, gives both
good qualitative and quantitative agreement with our experi-
mental results in the low frequency regime.
ACKNOWLEDGMENTS
We acknowledge Christophe Coste for useful comments
on the manuscript. We also thank Vance Bergeron and Re´gis
Wunenburger for discussions on the elasticity of liquid films.
N.M. acknowledges Sergio Rica for many stimulating dis-
cussions. This work was financially supported by Chancelle-
rie des Universite´s de Paris, France and Ca´tedra Presidencial
en Ciencias Chile.
1	 L. van Wijngaarden, J. Fluid Mech. 33, 465 1968.
2	 A. Crespo, Phys. Fluids 12, 2274 1969.
3	 G.K. Batchelor, in Fluid Dynamics Transactions, edited by W.
Fiszdon, P. Kucharczyk, and W.J. Posnak PWN-Polish Scien-
tific, Warsaw, 1969, pp. 425–445.
4	 L. van Wijngaarden, Annu. Rev. Fluid Mech. 4, 369 1972.
5	 R.E. Caflisch, M.J. Miksis, G.C. Papanicolaou, and L. Ting, J.
Fluid Mech. 153, 259 1985.
6	 E.L. Carstensen and L.L. Foldy, J. Acoust. Soc. Am. 19, 481
1947.
7	 F.E. Fox, S.R. Curley, and G.S. Larson, J. Acoust. Soc. Am.
27, 534 1955.
8	 J.D. Macpherson, Proc. Phys. Soc. London, Sect. B 70, 85
1957.
9	 E. Silberman, J. Acoust. Soc. Am. 29, 925 1957.
10	 K.W. Commander and A. Prosperetti, J. Acoust. Soc. Am. 85,
732 1989.
11	 C. Devin, J. Acoust. Soc. Am. 31, 1654 1959.
12	 A.I. Eller, J. Acoust. Soc. Am. 47, 1469 1970.
13	 A. Prosperetti, J. Acoust. Soc. Am. 61, 17 1977.
14	 A. Prosperetti, J. Fluid Mech. 222, 587 1991.
15	 J. Rubinstein, J. Acoust. Soc. Am. 77, 2061 1985.
16	 R.E. Caflisch, M.J. Miksis, G.C. Papanicolaou, and L. Ting, J.
Fluid Mech. 160, 1 1985.
17	 Z.M. Orenbakh and G.A. Shushkov, Acoust. Phys. 39, 63
1993.
18	 Q. Sun, J.P. Butler, B. Suki, and D. Stamenovic´, J. Colloid
Interface Sci. 163, 269 1994.
19	 F.I. Vafina, I.I. Gol’dfarb, and I.R. Shreiber, Akust. Zh. 38, 260
1992 Sov. Phys. Acoust. 38, 139 1992	.
20	 I.I. Gol’dfarb, I.R. Shreiber, and F.I. Vafina, J. Acoust. Soc.
Am. 92, 2756 1992.
21	 The Gillette Company, Gillette U.K. Ltd., London.
22	 D.J. Durian, D.A. Weitz, and D.J. Pine, Phys. Rev. A 44,
R7902 1991.
23	 H. Hoballah, R. Holler, and S. Cohen-Addad, J. Phys. II 7,
1215 1997.
24	 S. Cohen-Addad, H. Hoballah, and R. Holler, Phys. Rev. E 57,
6897 1998.
25	 W.W. Mullins, J. Appl. Phys. 59, 1341 1986.
26	 A.B. Wood, A Textbook of Sound Bell and Sons, London,
1944, pp. 360–363.
27	 K.F. Herzfeld, Philos. Mag. 9, 752 1930.
28	 M. Minnaert, Philos. Mag. 16, 235 1933.
29	 R.P. Feynman, R.B. Leighton, and M. Sands, Lectures On
Physics Addison-Wesley, Reading, MA, 1969, Vol. II.
30	 T.G. Leighton, The Acoustic Bubble Academic Press, New
York, 1994.
31	 L.D. Landau and E.M. Lifshitz, Theory of Elasticity, 3rd ed.
Pergamon Press, New York, 1986.
32	 For long aging times, the accumulation of a thin liquid layer on
the transducer can induce changes on the acoustic transmission
to the foam. However, once the acoustic pulse enters the foam,
this liquid layer does not affect its propagation. Indeed, a liq-
uid layer would affect the absolute values of pmax and fl , but
not their relative values with respect to changes of L.
33	 L.D. Landau and E.M. Lifshitz, Fluid Mechanics, 2nd ed.
Butterworth Heinemann, Oxford, 1987.
34	 P.M. Morse and K.U. Ingard, Theoretical Acoustics Princeton
University Press, Princeton, NJ, 1986.
35	 M.J. Miksis and L. Ting, Phys. Fluids 30, 1683 1987.
36	 R.J. Urick, J. Acoust. Soc. Am. 20, 283 1948.
37	 J.R. Allegra and S.A. Hawley, J. Acoust. Soc. Am. 51, 1545
1972.
38	 National Institute of Standards and Technology Chemistry
WebBook, http://webbook.nist.gov/chemistry
39	 A.I. Rusanov and V.V. Krotov, Prog. Surf. Membr. Sci. 13, 415
1979.
40	 Y. Couder, J.M. Chomaz, and M. Rabaud, Physica D 37, 384
1989.
41	 D.L. Johnson, in Frontiers in Physical Acoustics, Proceedings
of the International School of Physics ‘‘Enrico Fermi,’’ Course
XCIII, edited by D. Sette North-Holland, Amsterdam, 1986,
pp. 255–290.
NICOLA´ S MUJICA AND STE´ PHAN FAUVE PHYSICAL REVIEW E 66, 021404 2002
021404-14
2.A. EFFET DU DRAINAGE SUR 〈ρ〉 61
Comple´ments
2.A Eﬀet du drainage sur 〈ρ〉
Concernant les mousses a` raser on sait que le drainage du liquide a un eﬀet assez
important sur la densite´ de la mousse pour des longs temps de vieillissement. Nous
avons brie`vement discute´ ceci a` la ﬁn du paragraphe 2.2 et aussi plus en de´tail dans
l’article. Nous savons que la re´duction de densite´ est due au drainage car nous avons
mesure´ 〈ρ〉 dans les diﬀe´rents dispositifs en fonction du temps de vieillissement 2. En
fait, apre`s quelques heures de vieillissement nous observons la pre´sence d’un gradient de
densite´, la mousse devenant plus se`che vers le haut de l’e´chantillon et plus humide vers le
bas. Pour des temps de vieillissement tre`s longs nous observons la pre´sence d’une ﬁne
couche de liquide en dessous de l’e´chantillon.
La ﬁgure 2.7 pre´sente l’e´volution de 〈φ〉 et 〈ρ〉 en fonction du temps de vieillissement.
Les diﬀe´rents points expe´rimentaux correspondent aux mesures que nous avons re´alise´es
sur des e´chantillons de mousse vieillissant dans les deux dispositifs utilise´s, et aux re´sultats
de Hoballah et al. [48]. Les barres d’erreur correspondent a` une moyenne sur plusieurs
mesures diﬀe´rentes. Dans le cas du dispositif I, les mesures ont e´te´ re´alise´es a` hauteurs
diﬀe´rentes dans l’e´chantillon (la barre d’erreur repre´sente donc les variations typiques de
〈ρ〉 en fonction de la hauteur, 〈ρ〉 e´tant la valeur moyenne a` mi-hauteur). Concernant les
mesures de Hoballah et al., la barre d’erreur correspond a` l’erreur maximale rapporte´e, de
±1% par rapport a` la valeur moyenne a` mi-hauteur. Nous observons que l’e´volution de 〈φ〉
et de 〈ρ〉 est a` peu pre`s la meˆme dans les trois cas, e´tant un peu plus lente dans le cas du
dispositif II. Comme nous l’avons de´ja` dit, le drainage de´pend en ge´ne´ral de la ge´ome´trie
de l’e´chantillon de mousse, en particulier de sa hauteur. En fait, la cellule utilise´e dans
[48] a une hauteur de 7 cm, proche a` la hauteur du tube cylindrique du dispositif I. Le
drainage plus lent des e´chantillons e´tudie´s avec le dispositif II est suˆrement duˆ a` la plus
petite hauteur du tube utilise´ (4 cm).
En conclusion, le drainage du liquide a un eﬀet assez faible pendant les premie`res
heures de vieillissement. Apre`s 4 heures de vieillissement les variations sont de l’ordre
de +0.5% pour 〈φ〉 et de −5% pour 〈ρ〉. Ces ordres de grandeur correspondent bien aux
2. Nous rappelons que ces mesures sont faites en mesurant le poids d’un volume connu de
mousse (≈ 5.15±0.03 cm3) avec une balance de ±0.01 g de re´solution (Mettler Toledo PB602). La
re´solution en densite´ est approximativement ±2 mg/cm3. 〈φ〉 est obtenu a` partir de l’expression
〈ρ〉 ≈ (1− 〈φ〉)ρl, ou` ρl ≈ 1 g/cm3.
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Fig. 2.7 – E´volution temporelle de la fraction volumique de gaz (a) et de la densite´
(b) pour les deux dispositifs expe´rimentaux ; (•) dispositif I, () dispositif II. Nous
pre´sentons aussi les donne´es obtenues par Hoballah et al [48] (). Toutes les donne´es
sont normalise´es par rapport aux valeurs initiales.
valeurs rapporte´es dans la re´fe´rence [48].
2.B Reproductibilite´ des mesures acoustiques
Un aspect assez important concerne la reproductibilite´ des expe´riences. Nous observons
que nos mesures sont assez sensibles a` la fabrication des mousses. L’e´tat initial des mousses
a` raser varie d’un e´chantillon a` l’autre. Il y a au moins deux parame`tres importants : la
densite´ moyenne, 〈ρ〉, et la distribution des tailles de bulles, F (R,t) (ou` t est le temps
de vieillissement). En fait, 〈ρ〉 peut eˆtre conside´re´, a` une constante pre`s, e´quivalent au
premier moment de F (R,t).
La densite´ de la mousse de´pend de l’histoire de la bonbonne. Au tout de´but et a`
la ﬁn de la vie utile d’une bonbonne, la mousse fabrique´e peut eˆtre assez liquide et
peu reproductible. Notre expe´rience nous montre que c’est seulement apre`s avoir fabrique´
quelques e´chantillons avec une bonbonne neuve, que la densite´ se stabilise autour d’une
valeur a` peu pre`s constante. En fait, pour diﬀe´rents e´chantillons ainsi fabrique´s, 〈ρ〉 varie
autour d’une valeur moyenne, comme le montre l’histogramme de 〈ρ〉 pre´sente´ dans la
ﬁgure 2.8. La plupart des mesures se trouvent dans la gamme 〈ρ〉 = 0.067− 0.089 g/cm3,
la valeur moyenne e´tant 0.083 g/cm3. Ne´anmoins, pour nos mesures acoustiques nous
choisissons une gamme plus e´troite de valeurs de densite´, a` savoir 〈ρ〉 = 0.070 − 0.083
g/cm3, et donc, en moyenne, 〈ρ〉 = 0.076± 0.005 g/cm3. Nous conside´rons ρl ≈ 1 g/cm3,
et nous avons donc 〈φ〉 = 0.924±0.005, en accord avec les travaux pre´ce´dents [55, 48, 49].
La densite´ e´tant bien controˆle´e, F (R,t) peut encore avoir une inﬂuence sur les mesures
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Fig. 2.8 – Histogramme de 〈ρ〉 pour des e´chantillons relativement jeunes de
mousse, ou` le drainage du liquide n’a pas encore aﬀecte´ la densite´ du syste`me (temps
de vieillissement < 60 min). Le nombre total de mesures est 875. 72% des va-
leurs mesure´es se trouvent dans la gamme 〈ρ〉 = 0.067− 0.089 g/cm3. Les mesures
〈ρ〉  0.09 g/cm3 correspondent a` des e´chantillons fabrique´s soit au tout de´but soit
a` la ﬁn de la vie utile d’une bonbonne de mousse.
acoustiques. Il est clair que deux e´chantillons avec la meˆme densite´ peuvent avoir des dis-
tributions de tailles de bulles diﬀe´rentes ; il suﬃt que les deux distributions soient centre´es
autour de la meˆme moyenne. Pour les hautes fre´quences acoustiques nous observons que
les mesures deviennent sensibles au de´tail de F (R,t) et a` son e´volution. Ceci peut se com-
prendre si nous conside´rons que quand nous augmentons f , λ diminue, et nous explorons
donc de fac¸on plus eﬃcace les de´tails de la structure des mousses. Il est clair que F (R,t)
est de´termine´ en partie par la ge´ome´trie interne de la bonbonne de mousse, comme la
taille des pores par ou` la mousse est force´e a` passer pendant sa formation, parame`tres que
nous ne controˆlons pas du tout. La distribution de taille des bulles est aussi aﬀecte´e par la
vitesse a` laquelle la mousse est fabrique´e. Nous montrons dans la ﬁgure 2.9 un exemple,
ou` nous pre´sentons en e´chelle semi-logarithmique pmax en fonction de L pour plusieurs
expe´riences inde´pendantes. Comme attendu, pmax ∼ e−αL, mais α de´pend de la vitesse
de fabrication des mousses. Il est bien connu que quand les bulles sont fabrique´es par
nucle´ation du gaz, la taille des bulles de´pend du temps qu’elles prennent pour monter
a` la surface du liquide [44]. La fabrication rapide favorise alors la pre´sence de petites
bulles. Nous trouvons donc qu’une mousse avec des bulles plus grandes est plus eﬃcace
pour atte´nuer l’onde acoustique. En pratique, ceci veut dire que pour avoir des mesures
reproductibles, nous devons fabriquer les diﬀe´rents e´chantillons de mousse a` une vitesse
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Fig. 2.9 – Eﬀet de la vitesse de fabrication d’une mousse sur l’atte´nuation pour
une densite´ constante 〈ρ〉 = 0.076± 0.005. () fabrication lente, α = 128.1, 129.2
et 122.5 1/m ; () fabrication rapide, α = 91.8, 98.2 et 94.1 1/m.
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Fig. 2.10 – Reproductibilite´ des mesures : α et c en fonction de la densite´ pour f = 37
(◦), 63 () et 84 () kHz. Les mesures ont e´te´ re´alise´es 5 min apre`s la formation de
la mousse. Les lignes verticales indiquent la gamme de densite´ 〈ρ〉 = 0.070 − 0.083
g/cm3 conside´re´e pour les moyennes d’ensemble.
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constante, en appuyant de fac¸on controˆle´e sur le bouton de la bonbonne 3. Dans nos
expe´riences nous ﬁxons cette vitesse autour de 5 cm3/s, qui correspond a` la fabrication
rapide de la ﬁgure 2.9. Remarquons enﬁn que la vitesse est controˆle´e en mesurant le
temps de remplissage du tube.
Pour re´duire alors les erreurs dues aux variations de 〈ρ〉 et de F (R,t), nous re´alisons
plusieurs mesures de α and c (entre 5 et 20) sous les meˆmes conditions expe´rimentales:
a` savoir le meˆme temps de vieillissement, la meˆme fre´quence acoustique, la meˆme vitesse
de fabrication des e´chantillons, etc. La ﬁgure 2.10 pre´sente un exemple ; nous montrons
plusieurs mesures de α et c en fonction de 〈ρ〉 pour f = 37, 63 et 84 kHz. Ge´ne´ralement
parlant, c diminue avec 〈ρ〉 et ne de´pend pas de f . Au contraire, α ne varie presque
pas avec 〈ρ〉 et de´pend fortement de f (comme nous l’avons montre´ dans l’article). Nous
observons que les ﬂuctuations de α augmentent avec f , ce qui semble indiquer que nos
mesures acoustiques sont plus sensibles aux de´tails de la structure de la mousse lorsque
nous l’explorons aux petites e´chelles, c’est-a`-dire a` petit λ. En raison de la variation de c
avec 〈ρ〉, nous ne gardons que les valeurs de α et c telles que 〈ρ〉 = 0.070− 0.083 g/cm3,
et nous re´alisons des moyennes d’ensemble pour chaque quantite´. Cette proce´dure nous
permet de de´terminer ces quantite´s avec des erreurs relatives infe´rieures a` 15% (dans la
plupart de cas  10%) et 5% respectivement.
3. Nous avons fabrique´ une pie`ce d’adaptation pour appuyer toujours de la meˆme fac¸on, en
controˆlant le de´placement du bouton de la bonbonne. Ceci n’a pas donne´ de bons re´sultats car
la pression a` l’inte´rieur du tube varie au fur et a` mesure qu’on utilise une bonbonne. Nous avons
donc ﬁni par controˆler la vitesse de remplissage et non la force ni le de´placement du bouton.
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Deuxie`me partie
Eﬀets non-line´aires de volume et
de surface
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Chapitre 3
Introduction a` l’acoustique
non-line´aire
L’acoustique non-line´aire a e´te´ e´tudie´e en de´tail, mais, compare´e a` l’acoustique line´aire,
les progre`s ont e´te´ lents et limite´s [62, Chapitre 1]. L’e´tude de l’acoustique non-line´aire
concerne des phe´nome`nes fondamentaux associe´s a` la propagation d’ondes non-line´aires
[62, 63], mais aussi des applications industrielles, que ce soit dans le domaine de la
me´decine [62, Chapitre 15], de la tomographie acoustique non-line´aire [63, paragraphe
5.3] ou du controle non-destructif des mate´riaux [64].
Nous commenc¸ons ce chapitre en pre´sentant les aspects principaux de l’acoustique non-
line´aire dans les milieux homoge`nes, a` savoir l’origine physique des non-line´arite´s acous-
tiques et les hypothe`ses permettant d’obtenir une e´quation d’onde non-line´aire. Ensuite,
nous pre´sentons dans le deuxie`me paragraphe quelques re´sultats concernant l’acoustique
non-line´aire des milieux diphasiques.
3.1 Milieux homoge`nes
3.1.1 Origine physique des non-line´arite´s acoustiques
Le fait que deux ondes acoustiques de fre´quences f1 et f2 peuvent engendrer des
ondes aux fre´quences diﬀe´rence f1 − f2 et somme f1 + f2 est connu depuis Rayleigh
[65, Paragraphe 297]. Par ailleurs, la formation d’ondes de choc, le phe´nome`ne peut-
eˆtre le plus e´tudie´ en acoustique non-line´aire, est pre´cise´ment due a` la ge´ne´ration en
cascade d’harmoniques d’une fre´quence fondamentale. On peut dire que l’inte´raction de
l’onde fondamentale avec elle meˆme (f1 = f2) engendre le second harmonique (f1 + f2 =
2f1), qui, a` son tour, interagit avec l’onde fondamentale pour engendrer le troisie`me
harmonique (f1 + 2f1 = 3f1), etc... En pratique, cette cascade d’e´nergie est limite´e par
la dissipation, qui est plus importante a` haute fre´quence. Nous remarquons que de fac¸on
ge´ne´rale, le me´canisme de me´lange des ondes est optimal en l’absence de dispersion et
lorsque les vecteurs d’onde sont coline´aires. Notons e´galement que, telle que de´crite ici,
la ge´ne´ration des ondes me´langes est due aux non-line´arite´s quadratiques des premiers
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termes correctifs de l’e´quation d’onde.
Il existe deux sources de non-line´arite´s acoustiques : la premie`re est la non-line´arite´ de
l’e´quation d’e´tat du ﬂuide
P = P (ρ,s), (3.1)
ou` P , ρ et s sont la pression, la densite´ et l’entropie spe´ciﬁque (par unite´ de masse) du
ﬂuide ; la deuxie`me est le caracte`re proprement non-line´aire des e´quations de conservation.
Nous allons maintenant conside´rer chacune de ces sources de non-line´arite´.
Parame`tre B/A : non-line´arite´ du milieu
Le de´veloppement limite´ de l’e´quation d’e´tat autour des valeurs d’e´quilibre (Po,ρo) a`
entropie constante s = so, s’e´crit
P − Po =
(
∂P
∂ρ
)
s,o
(ρ− ρo) + 1
2!
(
∂2P
∂ρ2
)
s,o
(ρ− ρo)2 + 1
3!
(
∂3P
∂ρ3
)
s,o
(ρ− ρo)3 + . . . ,
(3.2)
ou` p = P − Po et ρ′ = ρ − ρo sont les variations de pression et de densite´. Les indices
s et o indiquent que les de´rive´es sont e´value´es a` entropie constante et aux valeurs
d’e´quilibre (Po,ρo,so). On peut re´e´crire cette e´quation sous la forme
p = A
(
ρ′
ρo
)
+
B
2!
(
ρ′
ρo
)2
+
C
3!
(
ρ′
ρo
)3
+ . . . , (3.3)
ou`
A = ρo
(
∂P
∂ρ
)
s,o
≡ ρoc2o, (3.4)
B = ρ2o
(
∂2P
∂ρ2
)
s,o
, (3.5)
C = ρ3o
(
∂3P
∂ρ3
)
s,o
. (3.6)
La premie`re e´quation donne pre´cise´ment la de´ﬁnition de la vitesse du son isentropique a`
l’e´quilibre, la de´ﬁnition ge´ne´rale e´tant
c2 = (∂P/∂ρ)s. (3.7)
En ge´ne´ral, on se limite au deuxie`me ordre du de´veloppement de P (ρ,s), les valeurs de C
e´tant rarement ne´cessaires. Par contre, comme nous allons le montrer, le rapport
B
A
=
ρo
c2o
(
∂2P
∂ρ2
)
s,o
(3.8)
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est important pour expliquer les phe´nome`nes non-line´aires en acoustique. Des de´ﬁnitions
alternatives sont donne´es par
B
A
=
2ρo
co
(
∂c
∂ρ
)
s,o
= 2ρoco
(
∂c
∂P
)
s,o
, (3.9)
ou` nous avons utilise´ la de´ﬁnition de la vitesse du son isentropique (3.7). Remarquons
qu’en pratique il est diﬃcile de mesurer B/A en e´tudiant les variations isentropiques des
de´rive´es de P ou de c en fonction de la densite´ ou la pression. En utilisant des relations
thermodynamiques, on obtient une relation plus utile du point de vue expe´rimental
B
A
= 2ρoco
(
∂c
∂P
)
T,o
+
2αP coTo
cP
(
∂c
∂T
)
P,o
, (3.10)
ou` αP = −ρ−1o (∂ρ/∂T )P est le coeﬃcient de dilatation thermique isobare, To est la
tempe´rature a` l’e´quilibre, et les de´rive´es sont e´value´es respectivement a` tempe´rature et a`
pression constantes. Notons e´galement que pour un gaz parfait, P/Po = (1+ρ
′/ρo)γ, ou` γ
est le rapport de capacite´s caloriﬁques. Ainsi, A = γ, B = γ(γ−1) et C = γ(γ−1)(γ−2).
Advection de l’onde acoustique par elle meˆme
Nous avons de´ja` remarque´ que les non-line´arite´s des e´quations de conservation sont
e´galement responsables des eﬀets non-line´aires en acoustique. Nous allons voir par la
suite comment celles-ci de´terminent la forme de l’e´quation d’onde non-line´aire (voir le
paragraphe suivant). Pour le moment, remarquons qu’un des eﬀets principaux est celui
de l’advection de l’onde acoustique par son propre champ de vitesse. On peut facilement
comprendre ceci en conside´rant les termes convectifs, i.e. de la forme u · ∇, dans les
e´quations de conservation. Plus pre´cise´ment, a` partir des e´quations de conservation non-
dissipatives, on obtient l’e´quation d’onde unidimensionnelle pour des ondes progressives
d’amplitude ﬁnie [62, chapitre 1]:
c2o
∂2u
∂x2
− ∂
2u
∂t2
=
∂
∂x
(
∂u2
∂t
+ u2
∂u
∂x
)
, (3.11)
ou` u est la vitesse acoustique (sa valeur a` l’e´quilibre e´tant u = 0). Les deux termes
correctifs viennent des termes d’advection des e´quations de conservation, le premier terme
e´tant d’ordre 2 (∼ u2) et le deuxie`me d’ordre 3 (∼ u3). Cette e´quation a une solution
exacte [62, chapitre 1], due a` Poisson
u = g[x− (co ± u)t], (3.12)
ou` g est une fonction arbitraire, et le signe + (resp. −) repre´sente les ondes divergentes
(resp. convergentes). Cette solution implicite est intrinse`quement non-line´aire. On observe
en eﬀet que la vitesse de propagation d’une onde d’amplitude ﬁnie est donne´e par
dx
dt
∣∣∣
u
= co ± u. (3.13)
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Dans cette notation, dx/dt|u indique que c’est la vitesse de propagation lie´e a la vitesse
acoustique u. Remarquons que quand les ondes acoustiques ont une amplitude ﬁnie, on
doit faire attention a` la diﬀe´rence entre les termes vitesse du son et la vitesse de pro-
pagation. La premie`re est de´ﬁnie par c2 = (∂P/∂ρ)s, tandis que la deuxie`me est de´ﬁnie
par (3.13) 1, a` partir de la solution exacte (3.12). E´videmment, lorsque u/co  1, i.e. les
perturbations sont inﬁnite´simales, on retrouve que la vitesse de propagation d’une onde
acoustique est e´gale a la vitesse du son, dx/dt|u = co. Notons e´galement que dans cette
description, nous n’avons pas pris en compte la non-line´arite´ du milieu. Ceci est possible
comme nous allons le voir par la suite.
Interpre´tation physique
Une manie`re simple de comprendre les eﬀets non-line´aires en acoustique est de conside´rer
la de´pendance des vitesses du son et de propagation en fonction de l’amplitude de l’onde
acoustique. Concernant la non-line´arite´ du milieu, on utilise la de´ﬁnition (3.7), c2 ≈ p/ρ′,
et on obtient a` partir de l’e´quation (3.3)
c2
c2o
≈ 1 + B
A
(
ρ′
ρo
)
. (3.14)
Cependant (Bρ′)/(Aρo) 1, de telle sorte que
c
co
≈ 1 + B
2A
(
ρ′
ρo
)
. (3.15)
On observe donc que lors d’une surpression ρ′/ρo > 1 (resp. de´pression ρ′/ρo < 1) la
vitesse du son c augmente (resp. diminue) ; la vitesse du son devient donc une fonction
locale. Si l’on conside`re des ondes planes et progressives on a ρ′/ρo = u/co, et on obtient
c ≈ co + (B/2A)u. La vitesse du son varie donc avec l’amplitude de la vitesse acoustique
u, l’amplitude de cette variation e´tant donne´e par le coeﬃcient non-line´aire B/A.
En ce qui concerne l’eﬀet de l’advection, la variation de la vitesse de propagation se
de´duit aise´ment des e´quations (3.12) et (3.13). En eﬀet, en conside´rant les deux sources
de non-line´arite´, il re´sulte que la vitesse de propagation d’une onde plane est donne´e par
[62, chapitres 1-4]
dx
dt
∣∣∣
u
= co ± βu = c± u, (3.16)
ou` β = 1 + B/2A est le parame`tre non-line´aire du ﬂuide et c ≈ co + (B/2A)u. Ce
parame`tre prend en compte les eﬀets de l’advection de l’onde acoustique par elle meˆme
(d’ordre 1) et le premier terme non-line´aire de l’e´quation d’e´tat (d’ordre B/2A). Pour un
gaz parfait diatomique B/2A ≈ 0.2, et l’advection est dominante ; par contre, pour un
liquide B/2A ≈ 2 − 6, et la non-line´arite´ de l’e´quation d’e´tat est plus importante [62,
chapitre 2].
1. ou plus ge´ne´ralement par l’e´quation (3.16)
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Remarquons enﬁn que les deux sources de non-line´arite´ discute´es sont cumulatives,
c’est-a`-dire qu’elles aﬀectent la propagation de l’onde sur de longues distances par rapport
a` la longueur d’onde. On peut comprendre ainsi la formation des ondes de choc de la fac¸on
suivante : lors de la propagation d’une onde acoustique divergente, les particules de ﬂuide
aux sommets de l’onde (u > 0) prennent de l’avance par rapport aux particules de
ﬂuide aux creux (u < 0), ce qui de´forme l’onde petit a` petit pour ﬁnalement former
une discontinuite´ de la vitesse acoustique. Dans l’espace de Fourier, ce phe´nome`ne est
caracte´rise´ par une cascade d’e´nergie vers les hautes fre´quences (modes de petite longueur
d’onde).
3.1.2 E´quation d’onde non-line´aire d’un ﬂuide thermo-visqueux
Lorsque les temps de relaxation mole´culaires d’un ﬂuide sont petits devant l’e´chelle
de temps acoustique, les e´quations comple`tes de conservation de masse, de l’impulsion et
d’e´nergie sont [62, 66, 67]
Dρ
Dt
+ ρ∇ · u = 0, (3.17)
ρ
Du
Dt
+∇P = η∇2u + (ηv + 1
3
η)∇(∇ · u), (3.18)
ρT
Ds
Dt
= λT∇2T + ηv(∇ · u)2 + 1
2
η
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
− 2
3
δij
∂uk
∂xk
)2
, (3.19)
ou` D/Dt = ∂/∂t + u · ∇ est la de´rive´e convective, η est la viscosite´ de cisaillement et
λT est la conductivite´ thermique. ηv est la viscosite´ de volume, qui prend en compte
les de´viations de la pression local par rapport a` la pression thermodynamique P [62,
chapitre 3]. Notons que comme l’entropie n’est plus constante lors de la propagation, on
doit re´e´crire le de´veloppement limite´ (3.3) de l’e´quation d’e´tat sous la forme
p ≈ c2oρ′ +
c2o
ρo
B
2A
ρ′2 +
(
∂P
∂s
)
ρ,o
s′, (3.20)
ou` s′ = s− so est l’e´cart a` l’entropie d’e´quilibre.
Notre but est de de´duire l’e´quation d’onde non-line´aire a` partir des e´quations de
conservation (3.17), (3.18) et (3.19) et de l’e´quation (3.20). En e´crivant les e´quations
(3.18) et (3.19) nous avons de´ja` fait une hypothe`se car la description en termes d’une
viscosite´ de volume impose que les temps de relaxation mole´culaires soient tre`s courts par
rapport aux temps acoustiques [62, chapitre 3].
Nous avons plusieurs parame`tres que l’on peut conside´rer comme petits : le nombre
de Mach acoustique Mac = uo/co, ou` uo est l’amplitude de vitesse acoustique, et deux
parame`tres qui repre´sentent la dissipation,  = ηω/ρoc
2
o et ε = /Pr = λTω/ρoc
2
ocP , ou`
Pr = ηcP/λT est le nombre de Prandtl (pour un gaz Pr ∼ O(1)). Pour ﬁxer les ide´es, a`
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tempe´rature ambiante et pour p ≈ 1 kPa (i.e. p/Po ≈ 0.01) on a Mac ≈ 5 × 10−7 dans
l’eau et Mac ≈ 7 × 10−3 dans l’air. Concernant les parame`tres de dissipation, on peut
montrer que pour un gaz,  ≈ ε ≈ l/λ 1, ou` l est le libre parcours moyen mole´culaire et
λ est la longueur d’onde acoustique 2. Dans l’eau, λ ≈ 4.9×10−9 m et donc ε = /Pr  1
car Pr ≈ 7. L’ide´e est donc de trouver une e´quation d’onde en se limitant aux termes
quadratiques pour les termes correctifs : On fait la supposition que tous ces parame`tres
sont comparables, et l’on garde tous les termes d’ordre M2ac, 
2, ε2, Mac, Macε, et ε
[62, chapitre 3].
Une dernie`re hypothe`se est que l’onde se propage dans l’espace libre, loin des bords.
Ceci permet de ne´gliger les modes de vorticite´ et d’entropie dans le syste`me d’e´quations
(3.17), (3.18) et (3.19) [62, 67], qui ne sont importants que pre`s des parois du syste`me. En
fait, dans le chapitre 2 nous avons invoque´ la forte atte´nuation acoustique qui apparaˆıt aux
interfaces ou aux bords d’un ﬂuide, en raison de la forte dissipation visqueuse et thermique
aux couches limites. Une autre fac¸on de comprendre ceci est justement d’invoquer le
transfert d’e´nergie du mode purement acoustique aux modes de vorticite´ et d’entropie,
dont l’e´nergie est dissipe´e dans les couches limites.
On obtient a` partir de ce syste`me d’e´quations l’e´quation d’onde non-line´aire
2p + δ
c3o
∂3p
∂t3
= − β
ρoc4o
∂2p2
∂t2
−
(
∇2 + 1
c2o
∂2
∂t2
)
L, (3.21)
ou` 2 = ∇2 − c−2o (∂2/∂t2) est l’ope´rateur d’Alembertien,
δ =
1
ρo
(
4
3
η + ηv
)
+
λT
ρo
(
1
cV
+
1
cP
)
, (3.22)
est de´ﬁni comme la diﬀusivite´ acoustique, et
L =
1
2
ρou
2 − p
2
2ρoc2o
, (3.23)
est la densite´ Lagrangienne du second ordre. Il est important de noter que cette e´quation
est ferme´e seulement lorsque L = 0 ; c’est le cas des ondes planes progressives, ou` l’on
a p = ρcou. En ge´ne´ral, L = 0, et pour fermer l’e´quation (3.21) on doit exprimer u en
fonction de p. On peut montrer que ces deux quantite´s sont lie´es par le de´veloppement
[62, chapitre 4]
p = ρoc
2
o
(
u
co
+
β
2
(
u
co
)2
+
β
6
(
u
co
2
)3
+ . . .
)
. (3.24)
Une fac¸on de montrer cette relation est d’utiliser l’e´quation d’un gaz parfait P/Po =
(1 + ρ′/ρo)γ, et d’inte´grer la relation d’impe´dance acoustique dP/du = dp/du = ρc.
Notons que la non-line´arite´ qui re´sulte de L = 0 est une non-line´arite´ locale, dans
le sens que la diﬀe´rence entre la solution de l’e´quation (3.21) avec L = 0, de´note´e pˆ,
2. Voir le paragraphe IV.A de l’article dans le chapitre 2
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et la solution p du cas L = 0, est proportionnelle a` φ2, ou` φ est le potentiel de vitesse
(u = ∇φ). La diﬀe´rence p − pˆ de´pend donc des proprie´te´s locales du champ acoustique.
Par contre, l’advection de l’onde acoustique et la non-line´arite´ de l’e´quation d’e´tat, i.e le
terme proportionnel a` β dans l’e´quation (3.21), sont responsables des eﬀets cumulatifs,
car elles induisent la distortion de l’onde acoustique lors de sa propagation. En ge´ne´ral,
lorsque l’on s’inte´resse aux eﬀets non-line´aires pour la propagation d’ondes acoustiques,
les eﬀets locaux sont ne´gligeables si l’on est loin de la source acoustique. Dans ce cas,
les eﬀets cumulatifs dominent. Les eﬀets locaux peuvent eˆtre importants pour les ondes
stationnaires, dans les guides d’onde a` ge´ome´trie non-plane ou encore lors de la diﬀusion
de son par le son sous un angle non-nul [62, chapitre 3]. Ne´anmoins, dans le cas de diﬀusion
du son par le son, le deux solutions p et pˆ deviennent e´gales dans le champ lointain du
volume d’interaction car pˆ ∼ 1/r et φ ∼ 1/r2 [68].
3.2 Milieux diphasiques
Nous avons e´tudie´ dans la premie`re partie de cette the`se la notion de milieu eﬀectif.
En particulier, nous avons pre´sente´ quelques exemples ou` l’on peut de´ﬁnir des quantite´s
associe´s a` l’acoustique line´aire de tels syste`mes. Plus pre´cise´ment, nous avons de´ﬁni une
vitesse eﬀective et une atte´nuation eﬀective pour un me´lange gaz/liquide ; nous avons
e´galement aborde´ la limite non-dissipative d’un milieu poreux et nous avons meˆme fait
appel a` ce mode`le pour expliquer nos mesures acoustiques dans les mousses (chapitre
2). Tant que la longueur d’onde est grande devant la taille caracte´ristique du de´sordre,
l’approche du milieu eﬀectif est une tre`s bonne description. Donc, de fac¸on assez naturelle,
on peut poser deux questions inte´ressantes:
(1) Peut-t-on de´ﬁnir un parame`tre eﬀectif 〈B/A〉 pour un milieu diphasique?
(2) Quel est l’eﬀet du de´sordre ou de la structure d’un milieu sur ses proprie´te´s
acoustiques non-line´aires?
Ces questions ont e´te´ aborde´es re´cemment dans la litte´rature et nous pre´sentons par la
suite un re´sume´ des principaux re´sultats.
3.2.1 Parame`tre non-line´aire eﬀectif 〈B/A〉
Concernant la premie`re de ces questions, Apfel a e´te´ le premier a` la poser [69], en
proposant pour un milieu compose´ de deux ﬂuides immiscibles la relation
〈χ〉2
〈
B
2A
〉
= χ21
(
B
2A
)
1
(1−X) + χ22
(
B
2A
)
2
X, (3.25)
ou` χi et (B/A)i sont la compressibilite´ et le parame`tre non-line´aire du milieu i, et X est
la fraction volumique du milieu 2. Il a e´galement compare´ sa pre´diction avec des re´sultats
expe´rimentaux obtenus pour un me´lange d’huile de castor dans l’eau, ou` la fraction
de l’huile varie entre 0.1 et 0.8, et a trouve´ un bon accord. Dans un deuxie`me article,
76 CHAPITRE 3. INTRODUCTION A` L’ACOUSTIQUE NON-LINE´AIRE
Apfel a propose´ d’utiliser une ge´ne´ralisation 3 de l’e´quation (3.25) pour en de´duire la
composition des tissus biologiques [70]. Cependant, Apfel et al. [71] ont apporte´ re´cemment
une correction a` l’e´quation (3.25) car elle ne prend pas en compte la possibilite´ que les
fractions volumiques varient lors d’un changement de pression. La nouvelle expression
est la meˆme que (3.25), a` condition de remplacer B/2A par le parame`tre non-line´aire
β = 1 + B/2A. A notre connaissance, il n’existe pas de travaux expe´rimentaux pour
ve´riﬁer la validite´ de ce type de relation, excepte´ les re´sultats pre´sente´s dans [69].
3.2.2 Exemples de milieux he´te´roge`nes pre´sentant des fortes
non-line´arite´s acoustiques
La deuxie`me question que nous avons pose´e a e´te´ aborde´e plus souvent dans la
litte´rature, notamment lorsque la structure du milieu de´sordonne´ induit des compor-
tements non-line´aires anormaux, voire tre`s importants. Deux syste`mes fre´quemment
e´tudie´s sont les me´langes gaz-liquide et les milieux poreux.
Me´lange gaz-liquide
Comme nous l’avons vu dans la premie`re partie de cette the`se, le grand contraste
entre les proprie´te´s acoustiques du gaz et du liquide induit des proprie´te´s line´aires assez
particulie`res. Un milieu compose´ de bulles de gaz dans un liquide est en quelque sorte un
milieu diphasique mode`le en acoustique. Par exemple, en raison de la forte re´sonance des
bulles, ce milieu a e´te´ propose´ comme syste`me tridimensionnel ou` l’on pourrait observer la
localisation forte d’ondes acoustiques [3, 72, 73]. Ceci nous semble cependant peu probable,
en raison de la forte dissipation acoustique a` la re´sonance des bulles.
En ce qui concerne les proprie´te´s non-line´aires d’un me´lange gaz-liquide, le coeﬃcient
eﬀectif β d’un me´lange dilue´ a e´te´ calcule´ en fonction de la pulsation acoustique ω, en
conside´rant comme source de non-line´arite´ dominante les non-line´arite´s de l’e´quation de
Rayleigh-Plesset (1.12) [74, 62, 63]. En l’absence de dissipation, ce coeﬃcient diverge
pour ω ≈ ωr/2 et ω ≈ ωr. Notons que la premie`re divergence est due a` l’ampliﬁcation
du second harmonique de la fre´quence ωr/2. Si l’on conside`re la dissipation, le parame`tre
β est fortement re´duit dans le voisinage de ω ≈ ωr/2 et ω ≈ ωr ; ces fre´quences restent
ne´anmoins des maxima de β(ω). Remarquons que meˆme dans la limite ω → 0, ou` la
dissipation est faible, β prend de valeurs importantes : pour un me´lange air-eau et une
fraction volumique du gaz de 10−4, on obtient β(0) ∼ 103 [62, chapitre 5].
Remarquons enﬁn que le fait que le parame`tre β soit tre`s grand dans un me´lange
gaz-liquide a e´te´ ve´riﬁe´ expe´rimentalement. A partir des expe´riences de de´modulation de
trains d’onde dans un me´lange hydroge`ne-eau, des valeurs de β de l’ordre de 100 ont e´te´
mesure´es, pour une fraction volumique de l’ordre de 10−5 [75]. Des valeurs eﬀectives de β de
l’ordre de 104−105 ont e´galement e´te´ observe´es dans les me´langes de bulles cylindriques
dans l’eau, a` des fractions volumiques de l’ordre de 10−2. En raison de la forte non-line´arite´
de ces syste`mes, divers phe´nome`nes non-line´aires, a` savoir la propagation de solitons et
3. Il conside`re des me´langes avec plus de deux composantes.
3.2. MILIEUX DIPHASIQUES 77
d’ondes de choc [77], la conjugaison de phase [78], et la diﬀusion du son par le son [79]
ont pu eˆtre e´tudie´s expe´rimentalement (pour plus de re´fe´rences, voir [80]).
Milieux poreux
Il a e´te´ re´cemment observe´ que certains milieux poreux, tels que les sols, les se´diments
et les rochers, pre´sentent e´galement de fortes non-line´arite´s acoustiques [64]. Dans le
domaine de la ge´ophysique, il est donc indispensable de comprendre ces non-line´arite´s pour
mode´liser correctement la propagation d’ondes sismiques [81]. Ceci a motive´ des e´tudes
de´taille´es au laboratoire des proprie´te´s acoustiques non-line´aires des roches [82, 83, 84].
Dans le cas des roches pre´sentant de micro-fractures, un coeﬃcient non-line´aire eﬀectif de
l’ordre de 104 a e´te´ mesure´ [84]. Notons que le comportement fortement non-line´aire des
certains milieux poreux peut eˆtre compris en conside´rant que sous des fortes contraintes,
les micro-fractures, ou pores en ge´ne´ral, peuvent eˆtre partiellement ferme´s, ce qui induit de
changements signiﬁcatifs du comportement e´lastique ou acoustique (le module e´lastique,
et donc la vitesse du son, de´pendent alors fortement de la contrainte applique´e). Notons
enﬁn que ce me´canisme non-line´aire a e´te´ propose´ par Biot.
Par ailleurs, dans le cas d’un syste`me mou compose´ de cavite´s sphe´riques ou cylin-
driques ou` le module e´lastique de compression est tre`s grand devant le module de cisaille-
ment, K  N 4 (tels que les mousses), la fraction volumique optimale φopt telle que le
coeﬃcient non-line´aire eﬀectif soit maximal, βmax ∼ K/N , a e´te´ calcule´ [85, 86]. Le fait que
ces milieux ont de fortes non-line´arite´s a e´te´ ve´riﬁe´ par l’e´tude de l’amplitude du second
harmonique acoustique dans des e´chantillons poreux contenant des cavite´s sphe´riques et
cylindriques [87] et un accord satisfaisant a e´te´ obtenu avec la the´orie. Par exemple, pour
un milieu avec des cavite´s sphe´riques et pour φ ≈ 150φopt et φ ≈ 400φopt les mesures
de β, β ≈ 900 et 360, sont en bon accord avec les pre´dictions the´oriques (1100 et 370
respectivement).
4. Nous utilisons la notation des chapitres 1 et 2, K et N sont les constantes e´lastiques de
compression et de cisaillement.
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Chapitre 4
Diﬀusion du son par une surface
oscillante
4.1 Non-line´arite´ de surface en acoustique
Prenons l’exemple tre`s simple d’un plan inﬁni qui oscille sinuso¨ıdalement, ξ(t) =
A sin(Ωt). Supposons que cette oscillation est la seule source acoustique et que le ﬂuide
occupe le demi-espace x > 0. Dans le cadre de l’acoustique line´aire, l’e´quation d’onde
pour u a une solution triviale, de la forme
u(x,t) = uoRe[e
iω(t−x/co)], (4.1)
ou` l’amplitude de vitesse uo est de´termine´e par les conditions aux limites. Lorsque l’am-
plitude du mouvement A est petite devant la longueur d’onde λ (qui est la seule autre
longueur du proble`me), on e´crit en ge´ne´ral
u(x = 0,t) =
dξ
dt
= AΩcos(Ωt), (4.2)
et donc uo = AΩ ; l’amplitude de vitesse acoustique est e´gale a` celle du plan. Ne´anmoins,
cette solution suppose implicitement que l’on peut ne´gliger le mouvement du plan car,
l’expression exacte de la condition limite est
u(x = A sin(Ωt),t) =
dξ
dt
, (4.3)
de telle sorte que
uoRe[e
iω(t−A/co sin(Ωt))] = AΩcos(Ωt). (4.4)
Ceci complique signiﬁcativement le proble`me. En fait, l’e´quation (4.4) exprime que uo
n’est plus une constante mais une fonction du temps, uo = uo(t). Ceci est le reﬂet du
fait que la solution sous forme d’une onde plane progressive u(x,t) = g(t− x/co), avec g
fonction quelconque, n’est plus correcte. Une approche plus physique consiste a` interpre´ter
l’argument t−x/co de la solution (4.1) comme le temps auquel une perturbation est partie
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du plan (x/co est le temps de vol depuis le plan jusqu’au point d’observation x). C’est la
de´ﬁnition meˆme d’une solution progressive qui ne se de´forme pas ; le temps a comme seul
eﬀet de de´caler la solution dans l’espace re´el. Donc, en prenant en compte l’expression
exacte de la condition limite (4.3), on s’attend que la solution soit de la forme
u(x,t) = ξ˙(ϕ), (4.5)
ϕ = t− x− ξ(ϕ)
co
, (4.6)
ou` ξ˙ = dξ/dt et ϕ est pre´cise´ment l’instant de de´part de l’ondulation observe´e en x au
temps t. Dans le cas du mouvement sinuso¨ıdal du plan, on observe que la solution u(x,t)
est aussi une fonction sinuso¨ıdale, mais avec un argument ϕ(x,t) solution d’une e´quation
implicite. La solution u(x,t) est donc intrinse`quement non-line´aire. On peut donc parler
d’un eﬀet non-line´aire de surface.
Remarquons que ce type de solution est connu depuis longtemps, pre´cise´ment depuis le
travail d’Earnshaw en 1860 [62, chapitre 1]. En prenant en compte a` la fois un mouvement
arbitraire X(t) du plan et la non-line´arite´ du milieu β, il a obtenu la solution ge´ne´rale
u(x,t) = U(ϕ), (4.7)
ϕ = t− x−X(ϕ)
βU(ϕ) + co
, (4.8)
ou` U = dX/dt. Lorsque l’on s’inte´resse aux eﬀets cumulatifs observe´s loin de la source,
cette solution peut eˆtre approxime´e en ne´gligeant X par rapport au point d’observation
x. Ici, loin signiﬁe [62]
x λ
2πβ
, (4.9)
ce qui correspond typiquement a` une fraction de la longueur d’onde. C’est une des hy-
pothe`ses de base de l’acoustique non-line´aire [62] qui revient a` ignorer la diﬀe´rence entre
les descriptions de Lagrange et d’Euler. En ce qui concerne la ge´ne´ration d’ondes de choc
par un piston, cette approximation est tout a` fait pertinente et elle a permis d’e´tudier ce
proble`me en de´tail.
4.2 Compe´tition entre les eﬀets de surface et de vo-
lume
Un proble`me associe´ a` l’eﬀet non-line´aire de surface engendre´ par la condition au bord
Lagrangienne est celui de l’interaction d’une onde, acoustique ou e´lectromagne´tique,
avec un diﬀuseur en mouvement de´pendant du temps. Ce proble`me a d’abord e´te´ e´tudie´
en e´lectromagne´tisme par Kovalev et Krasil’nikov [88]. Ils ont montre´ que lorsqu’une
onde de pulsation ω est re´ﬂe´chie par une surface oscillante de pulsation Ω, l’onde diﬀuse´e
pre´sente un spectre de Fourier discret, avec des fre´quences ω±nΩ, avec n entier. Pour un
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mouvement sinuso¨ıdal ξ(t) = A sin(Ωt), ils ont e´galement montre´ qu’a` faible amplitude
de vibration et pour AΩ  c (c e´tant la vitesse de la lumie`re), l’onde diﬀuse´e est domine´e
par les composantes de Fourier a` ω−Ω, ω, et ω+Ω, leurs amplitudes e´tant d’ordre Ak, 1
et Ak respectivement, ou` k est le nombre d’onde incident. Dans ce cas, on dit que l’onde
diﬀuse´e est de´cale´e en fre´quence par l’eﬀet Doppler. Notons ne´anmoins que le de´calage
est donne´ par la fre´quence d’oscillation du diﬀuseur et non par sa vitesse.
Dans le cas d’ondes acoustiques, la situation est plus de´licate car la surface oscil-
lante e´met une onde de pulsation Ω. Les non-line´arite´s du milieu, i.e. les non-line´arite´s
acoustiques de volume, engendrent les ondes me´lange aux fre´quences ω − Ω et ω + Ω.
Donc, qualitativement, les eﬀets non-line´aires de surface et de volume produisent le meˆme
spectre de Fourier de l’onde diﬀuse´e. A partir des anne´es 1970, ce proble`me a donne´ lieu
a` une forte pole´mique entre Censor [89, 90, 91], qui aﬃrmait que l’on pouvait de´tecter
l’eﬀet Doppler re´sultant de la re´ﬂexion sur une surface oscillante, et Rogers [92] et Pi-
quette et Van Buren [93, 94, 95, 96], qui pre´tendaient que celui-ci e´tait masque´ par l’eﬀet
non-line´aire de volume. L’argument essentiel e´tait la limitation de l’eﬀet de surface par
opposition au caracte`re cumulatif des eﬀets non-line´aires de volume qui augmente avec la
distance. Comme dans le cas de l’e´mission d’une onde plane par un piston (paragraphe
pre´ce´dent), on observe en eﬀet que les eﬀets de volume dominent lorsque [95]
Y =
Λ
βπL
 1, (4.10)
ou` Λ est la longueur d’onde de l’onde engendre´e par la surface oscillante et L est la
distance de propagation (distance entre la surface oscillante et l’e´metteur/re´cepteur). En
the´orie, cette relation est satisfaite a` partir d’une fraction de la longueur d’onde. Il faut
cependant noter qu’elle n’est correcte que pour les ondes planes et ne´glige donc les eﬀets
de diﬀraction et l’absorption, souvent pre´sents dans les expe´riences.
De nombreuses techniques acoustiques ont e´te´ de´veloppe´es en exploitant les eﬀets non-
line´aires de volume : e´metteurs parame´triques [62, 63], vibrome`tres [97], mesure des non-
line´arite´s acoustiques par interaction parame´trique [98]. Les non-line´arite´s de surface sont
ne´gligeables dans la plupart des conﬁgurations e´tudie´es. Remarquons tout de meˆme que
l’ampliﬁcation parame´trique d’un mode de cavite´ a pu eˆtre obtenue tant par la modulation
de la longueur de la cavite´ (eﬀet de surface) [99, 100] que par la non-line´arite´ du milieu
[101, 102].
Il est donc paradoxal qu’aucune expe´rience n’ait e´te´ re´alise´e pour caracte´riser les
re´gimes ou` les eﬀets non-line´aires de surface (respectivement de volume) sont dominants,
et pour e´tudier la transition entre ces re´gimes. Nous pre´sentons une telle e´tude dans
l’article  Scattering of a sound wave by a vibrating surface . Enﬁn, il a e´te´ propose´
d’utiliser le de´calage Doppler engendre´ par une surface oscillante pour mesurer l’ampli-
tude d’oscillation d’un diﬀuseur [103]. Nous montrons que ceci est possible dans l’article
 Experimental study of the Doppler shift generated by a vibrating scatterer .
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4.3 Copie des articles
 Scattering of a sound wave by a vibrating surface 
Nicola´s Mujica, Re´gis Wunenburger & Ste´phan Fauve,
Soumis a` Physical Review Letters, Juillet 2002.
 Experimental study of the Doppler shift generated by a vibrating scatterer 
Re´gis Wunenburger, Nicola´s Mujica & Ste´phan Fauve,
En pre´paration.
Scattering of a sound wave by a vibrating surface
N. Mujica, R. Wunenburger, S. Fauve
Laboratoire de Physique Statistique,
Ecole Normale Supe´rieure, UMR 8550,
24, rue Lhomond, 75 005 Paris, France
(Dated: September 5, 2002)
Abstract
We report an experimental study of the scattering of a sound wave of frequency f by a surface
vibrating at frequency F . Both the Doppler shift at the vibrating surface and acoustic nonlinear-
ities in the bulk of the fluid, generate the frequencies f ± nF (n integer) in the spectrum of the
scattered wave. We show that these two contributions can be singled out because they scale diﬀer-
ently with respect to the vibration frequency and to the distance between the vibrating scatterer
and the detector. We determine the parameter range in which the bulk acoustic nonlinearities, re-
spectively the Doppler shift, give the dominant contribution to the scattered spectrum and present
a quantitative study of the later regime.
PACS numbers: 43.25.+y, 43.58.+z
1
A problem of interest in the discussion of nonlinear eﬀects is how the boundary surfaces of
the media aﬀect the results. Generation of longitudinal waves from transverse ones in solids
[1], first to second sound conversion in superfluid helium [2], second harmonic generation in
optics [3], can result from both bulk nonlinearities and boundary conditions at interfaces. An
essential question is thus, how can one distinguish between bulk and surface nonlinearities.
In particular, this problem arises when an acoustic wave of frequency f is reflected by a
boundary vibrating at frequency F . The scattered signal being Doppler shifted, its spectrum
involves peaks at frequencies f ± nF (n integer) [4] . The vibrating surface also emits an
acoustic wave at frequency F that interacts with the high frequency one f through nonlinear
terms in the conservation equations and in the equation of state. These also generate sum
and diﬀerence frequencies [5, 6]. Although Doppler shift and bulk nonlinearities lead to the
same qualitative spectrum, the amplitude of the waves generated through bulk nonlinearities
increase with distance from the vibrating surface, thus it has been argued that they give the
dominant contribution to the spectrum within a fraction of a wavelength of the scatterer’s
surface. It has been even claimed that the contribution of the Doppler eﬀect might be
undetectable [7]. This has been the subject of a strong theoretical controversy [4, 7]. In this
letter, we present an experimental study of the spectral characteristics of an acoustic wave
scattered by a vibrating piston. We show that there exists a wide parameter range in which
the Doppler shift gives the dominant contribution to the spectrum of the scattered wave.
We then study the cross-over to the bulk nonlinear regime.
The scattering of a wave by a vibrating surface, ξ = A sinΩt (Ω = 2πF ), has been widely
studied theoretically, first in the case of electromagnetic waves [8] and then in acoustics
[4]. A simple way to describe this process is to consider the Doppler shift of the high
frequency wave scattered by the vibrating surface. We assume that this wave is emitted by
a transducer located at a distance L from the plate, reflected normally and detected by the
same transducer. Thus the scattered wave measured at time t, has been generated at time
t− τ(t) and reflected at time t− τ(t)/2. Writing that it propagated at velocity c gives
τ(t) =
2
c
[
L− ξ
(
t− τ(t)
2
)]
. (1)
The detected wave is thus of the form
ps ∝ exp iω (t− τ(t)) . (2)
2
If A  L, we have τ(t) ≈ 2L/c. In addition, if the velocity of the plate is small compared
to the sound velocity c, M ≡ AΩ/c  1, we can substitute this value of τ in the vibration
amplitude ξ in (2). We get the quasi-static approximation, which gives up to a constant
phase factor
ps ∝ exp iω
[
t+
2
c
ξ
(
t− L
c
)]
∝ exp i
[
ωt + 2kA sin Ω
(
t− L
c
)]
.
(3)
Consequently, we observe that the Doppler eﬀect generates a phase modulation of scat-
tered wave with a characteristic magnitude ∆ΦD = 2kA where A is the vibration amplitude
and k the wave number of the high frequency wave. Using
exp i
[
ωt+ (2kA) sinΩ
(
t− L
c
)]
= exp(iωt)
+∞∑
n=−∞
Jn(2kA) exp
[
inΩ
(
t− L
c
)]
,
(4)
we observe that the amplitude of the peak at pulsation ω ± nΩ is given by the modulus of
the Bessel function of order n, |Jn(2kA)| which scales like (kA)n for kA small.
Acoustic nonlinearities in the bulk of the fluid also generate a phase modulation of the high
frequency wave [9]. There are two contributions, the nonlinear terms in the fluid equations
and the ones in the equation of state. In the case of plane waves their eﬀect can be understood
as a modification of the high frequency wave propagation velocity c by a amount ∆c ∝ VΩ ∝
PΩ/ρc where VΩ (resp. PΩ) is the typical amplitude of the velocity (resp. the pressure)
modulation related to the low frequency wave, and ρ is the fluid density. After propagation
on a distance L, the characteristic magnitude ∆ΦNL of the phase modulation due to bulk
nonlinearities is ∆ΦNL ∝ L∆k = Lω∆c/c2 ∝ LωPΩ/ρc3. A detailed calculation in the case
of a perfect gas of adiabatic index γ gives ∆ΦNL = (1 + γ)LωPΩ/2ρc
3 [9]. For a liquid,
one should substitute (1 + γ)/2 by acoustic nonlinear parameter  = 1+ ρ(∂c/∂ρ)S/2c [10].
Thus, both the Doppler eﬀect and bulk nonlinearities generate a phase modulation of the
high frequency wave by the low frequency one. However, the shifted peak amplitudes scale
diﬀerently with the vibration parameters: they depend on the vibration amplitude A when
the Doppler eﬀect is dominant and on the low frequency pressure PΩ when bulk nonlinearities
are dominant. We emphasize that despite these diﬀerent scalings, the Doppler eﬀect cannot
be singled out just by decreasing the amplitude of the waves. It results from boundary
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FIG. 1: Power spectra of the wave scattered by the vibrating plate at frequency F = 30 Hz as a
function of the dimensionless vibration amplitude 2kA (k is the wave number of the incident high
frequency wave, f). The x-axis represents the Doppler shift, such that the origin corresponds to
f = 2.25 MHz.
conditions at the moving interface which are nonlinear as can be easily seen by taking the
Taylor expansion of the fields at the interface in the vicinity of ξ = 0. The successive powers
of the vibration amplitude are then involved in the boundary conditions, thus generating
the frequencies f ± nF . Nonlinearities arising from boundary conditions at free interfaces
are very common in capillary-gravity waves, crystal growth and flame fronts.
The importance of the Doppler shift related to the eﬀect of bulk nonlinearities is thus
measured by the parameter
Y =
∆ΦD
∆ΦNL
=
2ρc2A
LPΩ
. (5)
In the case of plane propagating waves (PΩ = ρcVΩ ∝ ΩA), we have Y ∝ Λ/L where Λ is
the wavelength of the low frequency wave.
Experiments have been performed both in air and in water, in diﬀerent geometrical con-
figurations. The set-up in air has been used in order to determine the dominant mechanism
that generates sum and diﬀerence frequencies, the Doppler eﬀect versus bulk acoustic non-
linearities, whereas the one in water allowed a quantitative study of the characteristics of
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the wave scattered from a vibrating piston when bulk nonlinearities are negligible compared
to the Doppler eﬀect.
Experiments is water have been performed in a tank of dimensions 72 × 68 × 55 cm,
thermally regulated at temperature T = 15± 0.2 ◦C . Its lower boundary is covered with a
layer of plastic foam (Plastiform’s) in order to minimize the eﬀect of multiple reflections. A
square piston made of PMMA, of dimensions 15× 15 cm and 10 mm thick, located beneath
the upper surface of the water, is driven sinusoidally by an electromagnetic vibration exciter
(BK4808). Its motion is described by ξ = A sinΩt and is recorded using an accelerometer
(BK 4393V) fixed on the piston. The range of vibration parameters is 3.10−10 < A < 10−3
m, 30 < F < 6000 Hz. A dual transducer (Panametrics D706), 13 mm in diameter, located
at a distance L below the piston, generates an incident wave at frequency f = 2.25 MHz
(ω = 2πf) and records the wave scattered by the vibrating piston. Its power spectrum,
computed by a spectrum analyzer (Agilent 3589A), is displayed in Fig. 1 for F = 30 Hz. We
observe that the number and the amplitude of the peaks at frequencies f ±nF for n ≥ 1 (n
integer), first increases when the amplitude A is increased from zero (Fig. 1a, b). Fig. 2 shows
that the normalized amplitudes Pω+Ω/Pω do not depend on the vibration frequency F in the
range 30 < F < 3000 Hz. A slight dependence on F begins to be observed only for F = 6000
Hz. Thus for F < 3000 Hz, the Doppler eﬀect is dominant and bulk nonlinearities can be
neglected. For kA small, the amplitude of the peak at frequency f ± nF (n ≥ 1) increases
like (kA)n, as shown for n = 1 and n = 2. On the contrary, the amplitude of the component
at frequency f of the scattered wave decreases and we observe that it almost vanishes for
2kA ≈ 2.3 (see Fig. 1c). It increases when A is increased further above 2kA ≈ 2.3, then
decreases and vanishes again for 2kA ≈ 5.4. The same process occurs roughly periodically
for the amplitude of each peak f±nF , as displayed in Fig. 3 for n = 0, 1, 2, 3. This behavior
can be understood from Eq. (4). We observe in Fig. 3 that the agreement is rather good.
Experiments in air are performed in a 1 m long tube made of PMMA, 56.5 mm in inner
diameter. A cylindrical piston made of aluminium, 55.8 mm in diameter, is located at one
end of the tube, x = 0 say, and is driven sinusoidally with amplitude A and frequency F
as for the experiments in water. A transducer ITC 9072, 16 mm in diameter, located at
position x = L, 0.3 < L < 1 m, generates a wave at frequency f = 150 kHz, incident on
the vibrating piston. The scattered wave is recorded by another ITC 9072 transducer, also
located at x = L, 3 mm apart from the first one. We also measure at the same location
5
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FIG. 2: Normalized amplitudes Pω+nΩ/Pω of the peaks at frequencies f + nF (n = 1, 2) as a
function of the vibration amplitude A: F = 30 Hz (•), 60 Hz (), 120 Hz (), 180 Hz (), 700 Hz
(), 3000 Hz (×), 6000 Hz (+). Continuous lines display the slopes 1 and 2.
x = L, the low frequency pressure PΩ generated by the vibrating piston, using a PCB 103A
pressure transducer with a flat response in the range 1− 5000 Hz.
The power spectrum of the scattered wave is computed with a spectrum analyzer (Agilent
3589A). As for experiments in water, it displays peaks at frequencies f ± nF (n integer).
The amplitude of the pressure at pulsation ω + Ω, Pω+Ω, normalized by the one of the
wave scattered at pulsation ω, Pω, is displayed in Fig. 4. Fig. 4a shows that at low enough
frequency of the vibrating piston, 30 < F < 964 Hz, Pω+Ω/Pω does not depend on Ω and
increases linearly with the vibration amplitude A as for experiments in water. At higher
vibration frequency, 1.2 < F < 4.5 kHz, we observe a clear departure from the low frequency
curve. On the contrary, when Pω+Ω/Pω is plotted as a function of the low frequency pressure
PΩ generated by the vibrating piston, we observe in Fig. 4b that the data collapse on a
single curve at high F and a departure from this curve at low F . We thus observe that
bulk nonlinearities become dominant at high frequency because the two waves interact on a
larger number of low frequency wavelengths.
Another way to study the cross-over between the two regimes is to vary the distance
L and frequency F for constant A (A = 0.22 µm), i.e. keeping the contribution of the
Doppler eﬀect constant. The measurements are displayed in Fig. 5 as a function of L/Λ.
For L/Λ small enough, we observe that Pω+Ω/Pω is constant as it should be when the
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FIG. 3: Normalized amplitudes Pω+Ω/Pω0 of the peaks at frequencies f + nF (n = 0, 1, 2, 3) as a
function of the dimensionless vibration amplitude 2kA: n = 0 (), n = 1 (◦), n = 2 (♦), n = 3
(). Lines display the moduli of Bessel functions of order n. Pω0 is the amplitude of the reflected
wave when the piston is at rest.
Doppler eﬀect is dominant. When L/Λ is large, Pω+Ω/Pω increases with L/Λ on average,
but also displays strong local maxima. We have checked that they correspond to acoustic
resonances of the tube (L/Λ ≈ n/2) for which PΩ shows a maximum. According to Eq.(5)
this strongly enhances the contribution of bulk nonlinearities. In order to take into account
the contribution of PΩ, we have plotted in the inset of Fig. 5 Pω+Ω/Pω as a function of the
dimensionless parameter Y (see Eq. 5). For Y large, Pω+Ω/Pω does not depend on Y . When
Λ is decreased for fixed L, such that Y becomes smaller that one, the cooperative eﬀect of
bulk nonlinearities becomes dominant and Pω+Ω/Pω increases like Y
−1. Note also that it is
apparent in Fig. 5 that Pω+Ω/Pω first decreases when bulk nonlinearities become comparable
to the contribution of the Doppler eﬀect, i.e. when L/Λ is increased such that Y ≈ 1. This
clearly shows that these two contributions are not in phase as can be infered from the fact
that the amplitude of the Doppler shifted wave scales with the vibration amplitude whereas
the one of the nonlinearly shifted wave depends on the low frequency velocity field.
We have thus clearly identified two scattering regimes: one for which the only contribution
to the sum and diﬀerence frequencies comes from the Doppler shift by the vibrating piston,
bulk nonlinearities being negligible, and another one for which the frequency shifted wave is
dominantly generated by bulk acoustic nonlinearities. Both eﬀects are intrinsically nonlinear
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FIG. 4: Normalized amplitudes Pω+Ω/Pω as a function of the vibration amplitude A (a) and as a
function of the low frequency pressure PΩ (b): F = 30 Hz (◦), 60 Hz (♦), 120 Hz (), 964 Hz (),
1200 Hz (+), 3000 Hz (×), 3500 Hz (•), 4000 Hz (), 4500 Hz () (Solid lines of slope one.)
and thus none of them can be made dominant by varying only the vibration amplitude.
However, they scale diﬀerently on the vibration frequency and on the distance between
the vibrating scatterer and the detector. It is thus possible to single out one of them
but it is important to check carefully that the other one is negligible when one uses this
scattering technique for non intrusive measurements of vibration or for the determination
of the nonlinear acoustic parameter of a medium.
R. W. thanks the Centre National d’Etudes Spatiales for financial support. This work
has been supported by contract No. 793/CNES/01/8601/00.
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FIG. 5: Normalized amplitudes Pω+Ω/Pω as a function of L/Λ for A = 0.22 µm: L = 20 cm (♦),
30 cm (), 50 cm (), 90 cm (•). The inset displays the dependence of the same quantity on the
dimensionless ratio Y = 2ρc
2A
LPΩ
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Experimental study of the Doppler shift generated by a vibrating
scatterer
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Abstract
We report an experimental study of the backscattering of a sound wave of frequency f by a
surface vibrating harmonically at frequency F and amplitude A. When the duration t0 of the
analyzed time series of the scattered wave is small compared to the vibration period, the power
spectrum of the wave is proportional to the Probability Density Function of the scatterer velocity,
which presents two peaks shifted from f by roughly 2fAΩ/c (Ω = 2πF ). On the contrary, when
t0  F−1, satellites at frequencies f±nF (n integer) appear in the power spectrum, which are due
to the phase modulation of the backscattered wave induced by its reﬂection on a moving boundary.
In the regime where this Doppler eﬀect overcomes bulk nonlinear eﬀects, we use the backscattered
power spectrum to test the validity of an acoustic non-intrusive estimator of A as a function of
power spectrum bandwith and of A itself.
PACS numbers: 43.20.Fn, 43.28.Py
∗Permanent address: Departamento de F´ısica, Facultad de Ciencias F´ısicas y Matema´ticas, Universidad de
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I. INTRODUCTION
Velocity measurement using the Doppler shift of a wave reﬂected from a moving object is
a widely used technique both with electromagnetic and acoustic waves. For objects moving
at constant speed, it is well known that the Doppler shift, calculated by means of coordinate
transformation, is proportional to the velocity. The problem is more diﬃcult when the
motion is time dependent. In the case of a periodically oscillating object the problem has
been well studied for electromagnetic waves [1], and it is well known that the spectrum of
the scattered sound wave is modiﬁed due to the Doppler eﬀect, which can be understood
as a nonlinear boundary condition [1, 2]. More precisely, the spectrum of the wave at
frequency f scattered by a sinusoidally oscillating surface at frequency F is similar to that
of a phase modulation process [1], i.e. satellites at frequencies f ± nF (n integer) appear
in the spectrum of the scattered wave. In the case of acoustic scattering, the situation is
more complex, as the oscillating scatterer also emits a sound wave at frequency F which
interacts with the scattered wave due to the nonlinear character of the equations of sound
propagation [3, 4]. Rogers remarked [5] that the bulk nonlinear wave mixing produces the
same satellite peaks in the spectrum of the backscattered sound wave as the Doppler eﬀect.
Due to the lack of any decisive experiment, the criteria allowing to discriminate between the
two eﬀects have been the subject of an intense debate [5–11], and it has been even claimed
that the contribution of the Doppler eﬀect might be undetectable [5, 7–9, 11]. In a previous
Letter [12], we showed that there exists a wide parameter range in which the Doppler shift
gives the dominant contribution to the spectrum of the scattered wave, and studied the
cross-over to the bulk dominated nonlinear regime.
In this article we focus on the experimental situation where the Doppler eﬀect induced by
a vibrating scatterer overcomes bulk nonlinearities. In particular we study the backscattering
of a high frequency f sound wave by a plane scatterer oscillating at low frequency F  f .
We study the characteristic features of the Doppler eﬀect in both the static and quasi-static
regimes. We ﬁnally test the accuracy of an acoustic non-intrusive estimator of the scatterer
oscillation amplitude computed from the frequency spectrum of the backscattered wave,
originally proposed by Huang et al. [13].
In section II we present the conditions for observing the static and quasi-static Doppler
eﬀect, and we recall some predictions concerning both surface Doppler and bulk nonlinear
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eﬀects. This helps us to justify our choice of the experimental conﬁguration, which is
presented in section III. In section IV we present the main features of the static and quasi-
static Doppler eﬀect. In section V we ﬁnally test the validity of a non-intrusive estimator of
the scatterer oscillation amplitude proposed by Huang et al. [13]. Conclusions are given in
section VI.
II. THEORETICAL CONSIDERATIONS
A. Static versus quasi-static Doppler eﬀect
The usual picture of the Doppler eﬀect is the constant frequency shift of an incident
or emitted wave by an object moving at constant velocity V , which we will call the static
Doppler eﬀect. In the case of backscattering, the frequency shift ∆f encountered by the
scattered wave of frequency f is 2fV/c. From an experimental point of view, when the
velocity of the scatterer varies, the latter approach remains valid when the timescale of
velocity variations is much larger than the duration t0 of the scattered wave time series which
is analyzed. For a periodic motion of frequency F , this implies t0  F−1. In this case, the
statistical distribution of the successively measured Doppler shifts is proportionnal to the
Probability Density Function (PDF) of the object velocity. In practice, since f and F are
not commensurate, the computed power spectrum of the backscattered wave is the average
of power spectra of many successive signal time series of duration t0 (t0  f−1) measured at
random phase of the scatterer motion. Thus, this time-averaged power spectrum is expected
to be proportional to the PDF of the scatterer velocity.
When t0 is large enough so that the scatterer velocity varies during the acquisition, an
analysis in terms of modulation of the time of ﬂight of the scattered wave shows that the
wave is phase modulated. To show this, we will consider the unidimensional situation where
a plane progressive monochromatic sound wave propagating at velocity c in a quiescent
medium is backscattered by a plane scatterer. This object has an inﬁnite acoustic impedance
(normal total reﬂection) and oscillates sinusoidally around its mean position according to the
trajectory xS(t) = A sinΩt. We assume that the wave is emitted at time t by a transducer
located at a distance L from the scatterer. The backscattered wave is then detected by the
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same transducer at time t + τ(t) such that
τ(t) =
2
c
[
L− xS(t− τ(t))
2
]
. (1)
This modulation of the time of ﬂight of the wave induces a phase modulation of the backscat-
tered wave detected at a distance L from the scatterer, such that
pD ∝ exp iω(t− τ(t)), (2)
where the superscript “D” denotes the Doppler contribution to the backscattered wave. If
A  L, we have τ(t) ≈ 2L/c. In addition, if the velocity of the plate is small compared to
the sound velocity c, M ≡ AΩ/c  1, substitution of τ(t) ≈ 2L/c in the argument of the
vibration amplitude xS in (1) gives an explicit approximate expression for τ(t). This gives
a phase modulation of the form
ωτ(t) ≈ 2ω
c
[
L− xS
(
t− L
c
)]
. (3)
This is what is called the quasi-static approximation of the Doppler eﬀect. The detected
wave then rewrites
pD ∝ exp i
[
ωt + 2kA sinΩ
(
t− L
c
)]
, (4)
where k = ω/c is the wave number of the high frequency incident acoustic wave. The gener-
ation of satellite peaks at pulsation ω±nΩ (n integer) in the spectrum of the backscattered
wave is evidenced when transforming the latter expression to
pD ∝ exp i(ωt)
+∞∑
n=−∞
Jn(2kA) exp
[
inΩ
(
t− L
c
)]
, (5)
where Jn is the Bessel function of n
th order. The satellite peaks at frequency f ± nF (F =
Ω/2π) have their amplitude proportionnal to |Jn(2kA)|. For 2kA 1, Jn(2kA) ∼ (kA)n/n!,
and the Doppler eﬀect is considered as weak, i.e. the energy of the peak at frequency f in
the spectrum of the backscattered wave is almost equal to the energy of the incident wave,
and the leading satellite peaks are at frequency f ± F .
Note that the condition M  1 implies two possible situations: the ﬁrst is F  f , thus
equation (5) is valid for any value of 2kA; the second, F ∼ f , thus Aω/c ∼ AΩ/c 1, and
therefore Eq. (5) is restricted to kA 1.
Finally, the general case of oblique incidence has been widely studied theoretically [1, 6,
10, 14, 15]. If we deﬁne θ as the angle between the incident wave and the normal of the
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surface, the argument of the Bessel functions of the scattered wave (Eq. 5) must be replaced
by
2kA→ (kz + knz)A, (6)
where kz = k cos θ, k = ω/c,
knz =
√(
ω + nΩ
c
)2
− k2x, (7)
and kx = k sin θ. The argument depends then on n and θ. If F  f and if we restrict to
the ﬁrst satellites, we can approximate (ω + nΩ)/c ≈ ω/c in (7). Thus, the argument of the
Bessel functions results
(kz + knz)A ≈ 2kA cos θ, (8)
and for small angles, the multiplicative correction term is almost unity, cos θ ≈ 1 − θ2/2.
Thus, from an experimental point of view, a simple conﬁguration to study is θ  1 and
F  f ; in this case, Eq. (5) holds for any value of 2kA.
B. Surface quasi-static Doppler eﬀect versus bulk nonlinear eﬀects
Due to the intrinsic nonlinear character of the conservation equations and to the nonlinear
dependence of pressure ﬂuctuations against density ﬂuctuations (as a consequence of the
equation of state of the ﬂuid), sound propagation is nonlinear [3, 4]. Thus, two colinear
waves of frequencies f1 and f2 may interact and generate waves whose frequencies are linear
combinations of f1 and f2, and whose amplitudes increase with the distance of interaction
L [4]. Considering our experiment, the nonlinear interaction of the low frequency wave pΩ
emitted by the vibrating scatterer and the high frequency backscattered wave pω leads to
the generation of satellite peaks in the spectrum of the detected wave. In the case of weak
nonlinear interaction, the amplitude of the ﬁrst satellite is to leading order proportional to:
pNLω±Ω =
B/2A + 1
2ρc3
(ω ± Ω)pΩpωL, (9)
where  = B/2A+ 1 is the usual nonlinear parameter of the medium [4, 16] (here A should
not be confused with the vibration amplitude). For gases,  = (γ +1)/2, with γ = cp/cv the
speciﬁc heat ratio.
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Therefore, when an acoustic wave is scattered by a vibrating surface, both the surface
Doppler eﬀect and bulk nonlinearities contribute to the generation of combination frequen-
cies. However, it has been argued that the Doppler eﬀect is practically always overhelmed
by bulk nonlinearities [5, 7–9, 11]. In fact, our previous experimental study [12] showed that
when the dimensionless parameter
Y =
pDω±Ω
pNLω±Ω
=
2ρc2A
LpΩ
, (10)
is large compared to unity, Doppler eﬀect is dominant.
In this article, we focus on the Doppler eﬀect, and therefore we choose an experimental
conﬁguration where the condition Y  1, as deﬁned by Eq. (10), is veriﬁed.
III. EXPERIMENTAL SETUP
Figure 1 displays the experimental setup. The vibrating scatterer consists in a square
ﬂat piston made of PMMA, 17× 17 cm and 10 mm thick, located at x = 0 say. It is driven
sinusoidally by an electromechanical vibration exciter of Bruel & Kjaer (BK) 4808 type,
at a frequency F = 14 Hz and amplitude 10−6 m < A < 3.5 × 10−3 m. An air coupled
transducer ITC 9073, d = 12 mm in diameter, located at a distance L = 28 cm, generates a
wave at frequency f = 225 kHz, incident on the vibrating plane with a small angle θ = 5◦.
It is driven by the source of a high frequency spectrum analyzer Agilent 3589 ampliﬁed by
a NF Electronic Instruments 4005 power ampliﬁer. The incident wave on the piston is in
the far ﬁeld, as d2/4λ ≈ 23.5 mm  L. The backscattered wave is detected by another ITC
9073 transducer, also located at a distance L, and oriented with an angle θ = −5◦. The
displacement of the piston is controled by a Wavetek 395 function generator. This sinusoidal
electric signal is ampliﬁed by a BK 2712 power ampliﬁer, and the displacement is of the form
xS(t) = A sin(Ωt). We note that the vibration harmonics have an energy at least 100 times
smaller that the fundamental frequency vibration. The acceleration −AΩ2 sin(Ωt) of the
scatterer is measured using a BK 4393V piezoelectric accelerometer and a BK 2635 charge
ampliﬁer. The acceleration signal is processed using both an Agilent 35670A low frequency
spectrum analyzer and a Stanford Research System 830 Lock-In ampliﬁer, in order to get
the displacement of the scatterer at F (the diﬀerence between both measurements is smaller
than 0.5%). The power spectrum of the backscattered wave is computed with the high
6
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FIG. 1: Sketch of the experimental apparatus. (VE) electromechanical vibration exciter, (P)
17 × 17 × 1 cm PMMA piston, (A) piezoelectric accelerometer, (T1-T2) air coupled transducers,
(AV) antivibrations supports and (F) foam antivibration layer. In the experiments described here,
θi = θr ≡ θ = 5◦ and L = 280 mm. The piston displacement is xS(t) = A sin(Ωt).
frequency Agilent 3589A spectrum analyzer. The experiment is controlled by a Power PC
Mac computer and the data are transfered to this computer via a general purpose interface
bus (GPIB) board.
Concerning the power spectrum measurements, an important parameter is t0F , where t0
is the time duration of the analyzed time series, and t−10 is thus the spectral resolution (SR).
In practice, it is the frequency span, fsp, of the Agilent spectrum analyzer which is varied
for a ﬁxed number of points, N = 401. Thus, t−10 = fsp/(N − 1), and the frequency span
takes the values 5 kHz, 2.5 kHz, 1.25 kHz, 625 Hz and 312.5 Hz, giving t−10 = 12.5, 6.25,
3.125, 1.5625 and 0.78125 Hz.
Finally, in our experiment θ = 5◦ is ﬁnite but small. As discussed in section II, if F  f
and if we restrict our analysis to the ﬁrst satellites, the argument of the Bessel functions
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FIG. 2: (a) Backscattered wave power spectrum density (PSD) for F = 5 Hz and t−1o = 12.5 Hz.
Frequencies are shifted by f = 225 kHz. (b) experimental (◦) and theoretical (solid line) PDFs of
the normalized scatterer velocity.
appearing in Eq. (5) must be replaced by 2kA cos θ [see Eq. (8)]. This is indeed the case
in our experiments, since F ∼ O(10 Hz), f ∼ O(225 kHz) and the number of analyzed
satellites is either 5 or 11. For θ = 5◦, the correct argument of the Bessel functions is
2kA cos θ ≈ 1.992kA, which represents a 0.4% error, with respect to 2kA. This error is
small compared to the errors related to the measurments of A and the error on k (given by
the approximation on c ≈ 345 ± 5 m/s at 25 ◦C), and it is then considered as negligible.
Therefore, we simply use the parameter 2kA in the analysis of our experimental results.
IV. MAIN CHARACTERISTIC FEATURES OF THE DOPPLER EFFECT
A. Static Doppler eﬀect
As explained above, when t−10  F the time averaged backscattered wave power spec-
trum is expected to be proportional to the PDF of the scatterer velocity. In addition, a
static Doppler shift can be detected only if it exceeds the spectral resolution. This implies
an additional condition, 2fAΩ/c > t−10 , i.e. 2kA  1. In our experimental setup both
8
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FIG. 3: Maximal frequency shift measured from the backscattered wave power spectrum ∆f
as a function of 2AΩf/c which is the expected static doppler shift obtained from acceleration
measurements. Errorbars correspond to the frequency resolution t−10 = 12.5 Hz and F = 5 Hz.
Solid line represents ∆f = 2AΩf .
conditions are simultaneously veriﬁed for F = 5 Hz. In addition Y  1, and we are then in
the Doppler dominated regime.
Fig. 2a displays the backscattered wave power spectrum density (PSD) obtained for a low
spectral resolution (SR) of t−10 = 12.5 Hz, such that t
−1
0 ≈ 2.5F , and a scatterer vibration
amplitude A verifying 2kA = 32.6. Thus, the conditions for observing a static Doppler shift
are approximately veriﬁed. We observe that the spectrum displays two maxima, and we
deﬁne ∆f as the frequency shift of these maxima ; in this case ∆f ≈ 150 Hz. These maxima
can be identiﬁed with the two maxima of the scatterer velocity PDF occuring at ±AΩ. Its
theoretical expresion
PDF[x˙S/AΩ] =
1
π sin (arccos(x˙S/AΩ))
(11)
is presented in Fig. 2b together with the experimental PDF of the actual scatterer velocity
normalized by the value AΩ = 0.125 m/s, obtained with the acceleration measurement done
with the Lock-In ampliﬁer. Note that in Fig. 2a two pairs of extra symmetric peaks appear
at roughly 2∆f and 3∆f , but they are of much lower intensity. They probably correspond
to the Doppler shifts of the waves which undergo multiple reﬂections on the scatterer.
Fig. 3 displays the variations of ∆f as a function of the expected static Doppler frequency
shift 2fAΩ/c. Solid line represents the expected correlation between these two quantities
9
????
????
????
????
???
???? ???? ???? ???? ? ??? ??? ??? ???
??
??
??
??
??????????????
?
?
?
?
?
FIG. 4: Backscattered wave power spectra for F = 5 Hz, and t−1o = 12.5 Hz (1), 6.25 Hz (2), 3.125
Hz (3), 1.5625 Hz (4) and 0.78125 Hz (5). Frequencies were shifted by f = 225 kHz. Curves (3),
(4) and (5) have been shifted down by 5, 15 and 40 dB respectively for a better display.
in the static Doppler eﬀect regime. The systematic underestimation of ∆f is probably due
to the fact that the scatterer velocity is not constant during the time of signal acquisition.
Nevertheless, there is a satisfactory correlation between both quantities.
Fig. 4 displays the backscattered wave power spectra otained for various spectral resolu-
tions ranging from t−10 = 12.5 Hz to 0.78125 Hz. For a larger SR, t
−1
0 = 6.25 Hz  F , the
condition of static Doppler eﬀect is not veriﬁed, and curve 2 of Fig. 4 displays several peaks
between the two initial maxima. The number of peaks increases with the spectral resolution
(curves 3 and 4) until the frequency diﬀerence between two peaks drops to F = 5 Hz (curve
5). As we explain in the following, this can be understood in the frame of the quasi-static
Doppler eﬀect presented in section II. Note that whereas in the static Doppler eﬀect regime
the frequency diﬀerence between two peaks in the scattered wave power spectrum is deter-
mined by the scatterer oscillation velocity amplitude, in the quasistatic Doppler eﬀect regime
it is determined by the scatterer oscillation frequency.
B. Quasistatic Doppler eﬀect
In this section we present experimental results concerning the quasi-static Doppler eﬀect.
We show that in our current experimental conﬁguration, which is slightly diﬀerent than in
Ref. [12], the Doppler eﬀect overcomes bulk nonlinearities in the generation of the satellites
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FIG. 5: Power spectra of the wave scattered by the vibrating plate as a function of the dimensionless
vibration amplitude 2kA = 0.39 (a), 1.17 (b) and 2.34 (c) (k is the wave number incident high
frequency wave, f). Frequencies were shifted by f = 225 kHz. For the calculation of k = ω/c we
used c = 345 m/s for air at ambient temperature T0 = 25± 1 ◦C.
at f ± nF of the backscattered wave.
Three pressure power spectra of the backscattered wave computed for f = 225 kHz,
F = 14 Hz and for three diﬀerent values of the dimensionless amplitude 2kA are displayed
in Fig. 5. (For the calculation of k = ω/c we used c ≈ 345 m/s for air at ambient
temperature T0 = 25 ± 1 ◦C). These spectra are composed of pairs of symmetric peaks at
f ± nF surrounding the central peak at f . Comparison of spectra 5a and b shows that
the number of satellites emerging from the background noise around the central peak at f
increases with 2kA, exceeding the frequency span for 2kA  1. A ﬁrst cancellation of the
central peak occurs at 2kA ≈ 2.3, as shown in Fig. 5c, where the central peak has decreased
by approximately 30 dB respect to its initial value.
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Fig. 6 displays the variations of the normalized amplitudes pn = pω+nΩ/pω0 of the satel-
lites measured in the power spectrum of the backscattered wave as a function of 2kA, in
both the weak (a), 2kA  1, and strong (b-c), 2kA  1, regimes. Normalization is done
using the amplitude pω0 of the wave backscattered on the motionless piston (called hereafter
the reference wave). Comparison with the predictions of phase modulation theory, i.e. with
the absolute values of the Bessel functions, shows excellent agreement, except for high order
satellites when their amplitude is close to the background noise (this is for pn  −65 dB,
i.e pn  6 × 10−4). For 2kA small, the amplitude of the satellites at frequency f ± nF
(n = 0− 5) increases like (kA)n/n!. For higher values of 2kA, the amplitude of the compo-
nent at frequency f of the scattered wave decreases and we observe that it almost vanishes
for 2kA ≈ 2.3 (see Figs. 5c and 6b). It then increases when 2kA is increased further above
2.3, and then decreases and vanishes again for 2kA ≈ 5.4. The same process occurs roughly
periodically for the amplitude of each peak f ± nF , as displayed in Fig. 6 for n = 0 − 5.
We note that experiments were performed up to 2kA = 30, showing the same behaviour.
Another way to check that the Doppler eﬀect is dominant versus bulk acoustic nonlinear-
ities is to vary the vibration frequency, always keeping Y  1, and to show that the satellite
amplitudes pn scale like A, independently of F . This is indeed the case in our experimental
conﬁguration. Thus, the Doppler eﬀect is the dominant mechanism in the generation of
frequency combinations f ± nF . We can then study an acoustic non-intrusive estimator of
the vibration amplitude A, which is presented in the next section.
V. TEST OF A SPECTRAL ESTIMATOR OF THE SCATTERER HARMONIC
VIBRATION AMPLITUDE
Recently, Huang et al. [13] proposed to use a mathematical property of Bessel functions,
z =
√√√√√√√√
2
+∞∑
n=−∞
n2J2n(z)
+∞∑
n=−∞
J2n(z)
, (12)
in order to deﬁne a spectral estimator Aˆ of the scatterer vibration amplitude A when its
motion is harmonic in the quasi-static Doppler regime. In practice, the number of detected
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satellites being ﬁnite, the estimator has to be deﬁned with a ﬁnite number of satellites 2n0 :
Aˆ =
1√
2k
√√√√√√√√
+n0∑
n=−n0
n2p2n(2kA)
+n0∑
n=−n0
p2n(2kA)
. (13)
We can then test the accuracy and validity domain of this estimator. It is expected to be
valid as long as the energy of the undetected satellites is small compared to the energy of
the detected ones. This can be checked by measuring the energy of the backscattered wave
E and comparing it to the energy of the reference wave E0. As a matter of fact, due to the
orthogonality of the Bessel functions, the normalized energy of a wave of the form given by
Eq. (5) is
E/E0 =
+∞∑
n=−∞
J2n(2kA) = 1. (14)
As long as the undetected energy is small compared to the one of the reference wave, we
expect the estimator Eˆ to be equal to the energy of the reference wave :
Eˆ =
+n0∑
n=−n0
p2n(2kA) ≈ E0. (15)
This reﬂects the fact that the phase modulation process induced by the scatterer vibration,
does not transfer any energy from the scatterer to the scattered wave. In fact, energy of the
satellites is pumped from the incident wave only.
Fig. 7a displays the average relative error Aˆ/A−1 as a function of 2kA for n0 = 5 and 11,
where A is determined from the scatterer acceleration. The averages are performed over 22
independent experimental runs for each value of A. This average relative error is compared
to the error computed using a theoretical troncated amplitude estimator AˆT , which is deﬁned
with the ﬁnite number of detected satellites :
AˆT =
1√
2k
√√√√√√√√
+n0∑
n=−n0
n2J2n(2kA)
+n0∑
n=−n0
J2n(2kA)
. (16)
In the range 2kA < n0, the estimator Aˆ, deﬁned in Eq. (13), is found to have a satisfactory
accuracy. The mean value of Aˆ/A − 1 does not exceeds 5%. The associated errorbars are
important (of the order of 20%) for 2kA ≈ 0.01, but they decrease rapidly to a value below
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5% as we increase A. The larger errors are in fact due to the uncertainty of the determination
of the amplitude from acceleration measurements at low frequency (At both low F and low
A, the acceleration is quite small, of the order of 1.6 × 10−2 m/s2). However, the relative
errors of both amplitude measurements, i.e. the acceleration and non-intrusive acoustic
power spectrum estimator measurements, are of same order of magnitude, as can be seen in
Fig. 7b, where we present Aˆ versus A in a log10-log10 scale.
In Fig. 7a we observe that for n0 = 5 (resp. 11) the estimation error increases above
5% when 2kA > 5 (resp. 11), in agreement with the error computed using the theoretical
troncated amplitude estimator AˆT/A − 1. This departure from 0 is concomitant with the
saturation of Aˆ observed in Fig. 7b. Theses facts are due to the transfer of a signiﬁcant part
of the incident energy to undetected satellites during scattering. This is clearly observed in
Fig. 8, which shows the average value of Eˆ/E0 as a function of 2kA. It is compared to the
normalized energy computed using a theoretical troncated energy estimator EˆT/E0, deﬁned
as
EˆT/E0 =
+n0∑
n=−n0
J2n(2kA). (17)
Here, we also ﬁnd that both Eˆ/E0 and EˆT/E0 drop by more than 5% when 2kA > n0.
We thus conclude that for the experimental conﬁguration presented here, the acoustic
amplitude estimator proposed in Ref. [13] is valid in a large range of amplitudes, namely
2× 10−2 < 2kA < n0, which gives 2× 10−3 mm < A < n0/2k ≈ 1.2 mm (resp. 2.7 mm) for
n0 = 5 (resp. n0 = 11). The relative error on Aˆ is of the same order of magnitude than that
on the acceleration measurements. The lower limit of A is given by the signal to noise ratio
(SNR) of the acceleration measurements whereas the lower limit of Aˆ is given by the PSD
SNR, which is of the order of 65 dB in our present experimental conﬁguration. Concerning
the acoustic non-intrusive estimator Aˆ, for small amplitude measurements (2kA  1) the
ﬁrst satellites must then satisfy pω±Ω/pω0 = p1/p0 ≈ kA > −65 dB ≈ 6 × 10−4 in order to
resolve the ﬁrst satellite. Thus, to get a better resolution on the measured amplitude we
have to increase k, i.e. to increase f . For example, for experiments in water presented in
Ref. [12], where the SNR is 80 dB, L = 20 cm, F = 120 Hz and f = 2.25 MHz, using
only one satellite, n0 = 1, and for a single experimental run, we ﬁnd that the relative error
Aˆ/A−1 is lower than 15% for 7×10−9 m < A < 5×10−5 m. Smaller errors can be obtained
by averaging over several experimental runs as is done the present work. On the other
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hand, to increase the upper limit of the measurable amplitude, one has to increase the ratio
n0/k, either by increasing the number of satellites taken into account in the analysis or by
decreasing k (by decreasing f).
VI. CONCLUSION
We have studied the Doppler eﬀect generated by vibrating scatterers. We have shown
that depending on the duration t0 of the analyzed backscattered wave, we have two possible
situations: (i) if t0  F−1, the static Doppler eﬀect is observed and the backscattered power
spectrum is proportional to the PDF of the scatterer velocity. The frequency shift ∆f is then
given by the amplitude of the scatterer velocity; (ii) if t0  F−1, the so-called quasi-static
Doppler eﬀect is observed, and the scattered wave is phase modulated by the normalized
vibration displacement 2kxs(t) = 2kA sin(Ωt). In this case, the backscattered wave has a
frequency spectrum composed of peaks at f ± nF (n integer). Experiments show that the
backscattered wave is very well described by Eq. (5), i.e. the amplitudes of the satellites
of order n are described by the Bessel functions of order n. We veriﬁed that in the case
F  f , this agreement holds in both the weak (2kA 1) and strong (2kA  1) regimes.
The last part of this work was devoted to the study of a non-intrusive acoustic estimator
of the amplitude vibration A. We conclude that for the present experimental conﬁguration,
the acoustic amplitude estimator is valid for a large range of amplitudes, namely 2×10−2 <
2kA < n0, which gives 2×10−3 mm < A < n0/2k ≈ O(1 mm). To increase the upper bound
one has to consider a larger number of satellites or one can chose to decrease the incident
sound frequency. For a given SNR, one has to increase the incident frequency to decrease
the lower bound.
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FIG. 6: Normalized pressure pn = pω+nΩ/pω0 versus 2kA for n = 0 (◦), 1 (), 2 (), 3 (•), 4
() and 5 (). Here pω0 is the amplitude of the wave backscattered on the motionless piston. (a)
weak regime in log10-log10 scale and (b-c) strong regime in linear scale. Continuous lines show
the absolute values of the Bessel functions of order n = 0, .., 5. Note that there is no adjustable
parameter, and k is ﬁxed by the sound speed c.
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FIG. 7: (a) Amplitude estimator error, Aˆ/A − 1, versus 2kA. Solid line represents the theoret-
ical truncated amplitude estimator error. Vertical dashed lines represent the values 2kA = n0.
Errorbars correspond to the errors obtained including the standard deviation of 22 independent
experimental runs and the errors associated to the amplitude measurements and the error asso-
ciated to the value of k (±1.5% for c). (b) Estimated amplitude Aˆ versus A. In this case the
errorbars correspond to the statistical stardard deviation of 22 independent experimental runs. In
both ﬁgures, results for two PSD spans are presented, n0 = 5 (◦) and 11 ().
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FIG. 8: Normalized estimated acoustic energy Eˆ/E0 versus 2kA for two PSD spans, n0 = 5 (◦)
and 11 (). In this case the errorbars correspond only to the standard deviation of 22 independent
experimental runs. Vertical dashed lines represent the values 2kA = n0.
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Chapitre 5
Acoustique au voisinage du point
critique de CO2
Dans ce chapitre nous pre´sentons une e´tude expe´rimentale de la propagation du son
au voisinage de point critique de CO2. Nous commenc¸ons par rappeler dans le paragraphe
5.1 les diﬀe´rents types de transitions de phase que l’on peut observer pour les ﬂuides purs
et le comportement de leurs proprie´te´s thermophysiques au voisinage du point critique.
Nous pre´sentons ensuite, dans le paragraphe 5.2, une e´tude sur les re´sonances line´aires
d’une cavite´ acoustique, ce qui nous permet de retrouver quelques re´sultats ge´ne´raux
de l’acoustique line´aire au voisinage du point critique des ﬂuides purs. Nous pre´sentons
ensuite, dans le paragraphe 5.3, des re´sultats concernant deux expe´riences d’acoustique
non-line´aire au voisinage du point critique de CO2, a` savoir la de´formation de la re´sonance
fondamentale d’une cavite´ a` forte amplitude d’excitation et le me´lange non-line´aire de
deux ondes acoustiques. Nous montrons que les eﬀets des non-line´arite´s acoustiques sont
maximise´s au voisinage du point critique. Enﬁn, nous pre´sentons dans le paragraphe 5.4
une e´tude semi-quantitative de la variation du parame`tre non-line´aire B/A au voisinage du
point critique de CO2 ; nous montrons en particulier que ce parame`tre augmente d’environ
un facteur 100 lorsque l’on s’approche du point critique.
5.1 Thermodynamique du point critique
Nous pre´sentons brie`vement dans ce paragraphe les aspects plus importants de la
thermodynamique du point critique. Une tre`s bonne re´fe´rence est le livre de Callen [104].
5.1.1 Transitions de phase du premier et du deuxie`me ordre
La ﬁgure 5.1 repre´sente un sche´ma du diagramme de phases d’un ﬂuide pur. Ce dia-
gramme est caracte´rise´ par diverses courbes de coexistence de phases et par l’existence des
points triple (PT) et critique (PC), lesquels sont de´ﬁnis, respectivement, comme le point
ou` les phases solide, liquide et vapeur sont en e´quilibre thermodynamique et le point ou`
la courbe de coexistence liquide-vapeur s’arreˆte. Par de´ﬁnition, si le syste`me se trouve
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Fig. 5.1 – Sche´ma du diagramme de phases d’un ﬂuide pur en repre´sentation (P,T ).
Les encarts repre´sentent l’enthalpie libre g en fonction du volume massique v pour
les points a, b et c sur le plan (P,T ) ; ces points correspondent a` la phase liquide, a`
la coexistence liquide-vapeur et a` la phase vapeur respectivement. Le point critique
est de´ﬁni par T = Tc, P = Pc et ρ = ρc et la phase supercritique (SC), par T > Tc
et P > Pc La transition du point a au b est une transition du premier ordre.
sur la courbe de coexistence liquide-vapeur (point b par exemple), ces deux phases sont
en e´quilibre thermodynamique. On peut varier la pression du syste`me, ou la tempe´rature,
tout en restant sur la courbe de coexistence en gardant le volume total constant. Seules
les densite´s de chaque phase varient le long de cette courbe, tandis que la masse totale,
voir la densite´ totale, reste constante (plus pre´cise´ment, cette courbe correspond a` une
isochore du syste`me total). Lorsque l’on traverse cette courbe, par exemple du point a
jusqu’au point c, le ﬂuide subit une transition de phase de premier ordre, en passant de
l’e´tat liquide a` l’e´tat vapeur. La caracte´ristique principale d’une transition du premier
ordre est que l’entropie et le volume massiques sont discontinus, meˆme si les potentiels
chimiques des deux phases sont e´gaux a` la transition. Donc, les de´rive´es premie`res de
l’enthalpie libre sont discontinues. Physiquement, le syste`me choisit une conﬁguration
qui minimise l’enthalpie libre, et nous montrons dans les encarts de la ﬁgure 5.1 comment
ce potentiel se de´forme en passant d’un coˆte´ a` l’autre de la courbe de coexistence. Ce po-
tentiel pre´sente en eﬀet deux minima en fonction du volume massique, l’e´tat d’e´quilibre
du syste`me correspond donc au minimum global de g. En particulier, lorsque l’on est sur
la courbe de coexistence, les deux minima sont e´gaux et les deux phases sont en e´quilibre.
Finalement, le fait que l’entropie et le volume massiques soient discontinus implique que la
chaleur spe´ciﬁque a` pression constante CP = T (∂s/∂T )P et la compressibilite´ isotherme
χT = −v−1(∂v/∂P )T divergent a` la transition. Formellement, ces deux quantite´s divergent
tout le long de la courbe de coexistence, mais leur diﬀe´rence entre un coˆte´ et l’autre de
la courbe reste ne´anmoins ﬁnie.
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Fig. 5.2 – De´tail du voisinage au point critique (PC) qui correspond a` la ﬁn de la
courbe de coexistence et au de´but de l’isochore critique ρ = ρc. La transition entre
la coexistence des e´tats liquide et vapeur vers l’e´tat supercritique est une transition
du deuxie`me ordre.
Par ailleurs, si l’on continue a` augmenter la tempe´rature du syste`me le long de la
courbe de coexistence, et par conse´quent aussi la pression, la diﬀe´rence entre les proprie´te´s
thermophysiques des deux phases devient de plus en plus petite, jusqu’au point critique,
ou` les deux phases se confondent en une seule, appele´ e´tat supercritique. Nous pre´sentons
dans la ﬁgure 5.2 le de´tail du voisinage du PC ; nous montrons dans les encarts comment
l’allure de l’enthalpie libre varie le long de la courbe de coexistence et le long de l’isochore
critique. Ainsi, au fur et a` mesure que l’on s’approche du PC en suivant la courbe de
coexistence, les minima se rapprochent et la barrie`re entre eux diminue. En arrivant au
PC les deux minima fusionnent, et le rayon de courbure de g est en principe tre`s grand.
Si l’on continue a` augmenter T , l’enthalpie libre garde un seul minimum, qui devient
plus e´troit a` mesure que l’on s’e´loigne du PC. La transition entre la coexistence des e´tats
liquide et vapeur vers l’e´tat supercritique est une transition de phase de deuxie`me ordre ;
ce sont donc les de´rive´es secondes de l’enthalpie libre qui sont discontinues a` la transition,
l’entropie et le volume massiques e´tant continus. Notons que le parame`tre d’ordre de cette
transition est l’e´cart relatif de la densite´ a` la densite´ critique ∆ρ = |ρ− ρc|/ρc, ayant une
valeur nulle pour T > Tc et non nulle pour T < Tc, et que la syme´trie brise´e a` la transition
est la syme´trie de translation spatiale. Il est e´galement inte´ressant de noter que l’existence
du point critique permet de passer du point a au point b (ﬁgure 5.1) en contournant le
point critique et, de cette fac¸on, de passer du liquide a` la vapeur sans transition de phase.
Remarquons enﬁn que c’est l’aplatissement de g au PC (voir ﬁgure 5.2) qui explique
l’absence d’une force de restitution aux ﬂuctuations de densite´ du ﬂuide ; celles-ci de-
viennent donc tre`s importantes dans le voisinage du PC, ce qui est caracte´rise´ par la
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divergence de la longueur de corre´lation ξ (de´ﬁnie comme le moment d’ordre 1 de la fonc-
tion de distribution de densite´ du ﬂuide). Notons que le phe´nome`ne d’opalescence critique
est une conse´quence des ﬂuctuations de densite´ : la lumie`re est diﬀuse´e par les ﬂuctua-
tions spatio-temporelles de densite´ et la propagation de l’onde cohe´rente est fortement
atte´nue´e. On peut e´galement comprendre le fait que ces syste`mes pre´sentent une certaine
universalite´ a` la transition supercritique si l’on conside`re que ξ devient tre`s grand par
rapport aux longueurs microscopiques caracte´ristiques du ﬂuide ; la transition est ainsi do-
mine´e par ξ, inde´pendamment des proprie´te´s du ﬂuide aux e´chelles mole´culaires. Notons a`
ce sujet que les the´ories actuelles supposent que divers syste`mes physiques appartiennent
a` la meˆme classe d’universalite´ lorsque les dimensions du syste`me et la structure du
parame`tre d’ordre sont identiques.
5.1.2 Divergence et annulation des proprie´te´s thermophysiques
Le comportement particulier des ﬂuides purs au voisinage de leur point critique au
niveau de leurs proprie´te´s hydrodynamiques, acoustiques ou thermiques, est duˆ aux di-
vergences ou annulations de diﬀe´rentes proprie´te´s thermophysiques. Le comportement
asymptotique des quantite´s thermodynamiques est de´crit qualitativement par la the´orie
de Landau des transitions phase du deuxie`me ordre ou encore par l’e´quation d’e´tat de
Van der Waals [104]. En fait, ces deux approches the´oriques donnent les meˆmes valeurs
pour les exposants critiques des divergences ou annulations des quantite´s thermodyna-
miques, lesquels sont appele´s exposants classiques. Il existe plusieurs exposants critiques,
dont deux caracte´risant la divergence de la chaleur spe´ciﬁque a` volume constant,
CV ∝ (T − Tc)−α (T > Tc), (5.1)
CV ∝ (Tc − T )−α′ (T < Tc), (5.2)
et deux autres la divergence de la compressibilite´ isotherme,
χT ∝ (T − Tc)−γ (T > Tc), (5.3)
χT ∝ (Tc − T )−γ′ (T < Tc). (5.4)
De plus, deux exposants caracte´risent le comportement du parame`tre d’ordre en fonction
des e´carts de tempe´rature et de pression,
∆ρ ∝ (Tc − T )β (T < Tc), (5.5)
∆ρ ∝ (P − Pc) 1δ (T = Tc). (5.6)
La the´orie classique pre´dit α = α′ = 0, γ = γ′ = 1, β = 1/2 et δ = 3 [104]. Le fait que ces
exposants soient des nombres rationnels est duˆ a` l’hypothe`se d’analycite´ de l’e´nergie libre
en fonction du parame`tre d’ordre qui rend possible un de´veloppement limite´ au voisinage
de la transition. C’est a` partir des anne´es 1960 que ces exposants classiques ont e´te´ mis
en de´faut par des expe´riences. Nous comparons dans la table 5.1 les valeurs pre´dites par
la the´orie classique avec celles observe´es expe´rimentalement ; la diﬀe´rence est tre`s claire.
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exposant valeur classique valeur expe´rimentale
α 0 0.08-0.125
γ 1 1.14-1.25
β 1/2 0.305-0.354
δ 3 4.2-4.6
Tab. 5.1 – Exposants critiques classiques et observe´s dans les ﬂuides purs. Les
valeurs expe´rimentales sont tire´es de la re´fe´rence [105].
Le comportement anormal des quantite´s thermodynamiques est le reﬂet de l’eﬀet des
ﬂuctuations de la densite´ du ﬂuide au voisinage du point critique, caracte´rise´es par la
divergence de la longueur de corre´lation selon la loi [106, 107]
ξ ≈ ξo
( |T − Tc|
Tc
)−ν
, (5.7)
avec ν = 0.63 et ξo ∼ O(1 A˚). Donc, pour |T − Tc| ≈ 0.01 ◦C (resp. 0.001 ◦C), on a
ξ/ξo ≈ 700 (resp. 2900).
Remarquons que d’autres quantite´s peuvent eˆtre lie´es a` celles donne´es par les e´quations
(5.1)-(5.6) par des relations thermodynamiques. Par exemple, pour la chaleur spe´ciﬁque
a` pression constante
CP = CV +
TV α2P
NχT
, (5.8)
ou` αP = −ρ−1(∂ρ/∂T )P est le coeﬃcient de dilatation thermique isobare. Nous avons
e´galement
αP = PβρχT , (5.9)
ou` βρ = P
−1(∂P/∂T )ρ est le coeﬃcient de pression, qui ne pre´sente pas de divergence
au PC. Nous avons donc asymptotiquement pre`s de Tc, αP ∝ χT et donc CP ∝ χT et
CP  CV .
Concernant l’acoustique de ces syste`mes, il est facile de ve´riﬁer que pour T → Tc la
vitesse du son isentropique, qui correspond a` la vitesse obtenue dans la limite ω → 0,
converge lentement vers ze´ro, selon la loi
c2o ≡
1
ρχS
=
CP
ρCV χT
∝ C−1V , (5.10)
et donc, co ∝ |T − Tc|α/2 pour T → Tc. Par ailleurs, on s’attend a` ce que l’absorption
diverge au voisinage du PC. En eﬀet, pour des ondes planes, l’absorption volumique est
donne´e par [66]
α =
ω2
2ρc3
[(
4
3
η + ηv
)
+ λT
(
1
CV
− 1
CP
)]
. (5.11)
ou` η est la viscosite´ dynamique, ηv est la viscosite´ de volume et λT est la conductivite´
thermique. Il est bien connu que les proprie´te´s de transport pre´sentent e´galement des
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divergences (ou annulations) au PC [108]; par exemple, λT et η divergent, la viscosite´
pre´sentant cependant une divergence tre`s faible. Notons que l’on posse`de peu de donne´es
relatives a` la divergence de ηv [109, 110] ; pourtant, on sait que ηv = 0 pour un gaz
monoatomique. Par contre, la diﬀusivite´ thermique DT = λT/ρCP s’annule au PC en
raison de la forte divergence de CP . Bref, les comportements asymptotiques des proprie´te´s
de transport impliquent que l’atte´nuation du son, donne´e par l’e´quation (5.11), diverge au
PC. La divergence observe´e dans les expe´riences est meˆme plus forte que celle pre´dite par
l’e´quation classique (5.11) [109, 110]. Ceci a e´te´ attribue´ a` la connaissance impre´cise
de la viscosite´ de volume ηv [109]. On pourrait penser que les ﬂuctuations de densite´
augmentent l’atte´nuation par la diﬀusion du son, ce qui ne semble pas eˆtre le cas. En fait,
la the´orie classique de propagation du son dans un milieu dissipatif est en de´faut lorsque
des fortes ﬂuctuations de densite´ dominent la dynamique du syste`me, voir lorsque le temps
de relaxation du ﬂuide est plus grand que le pe´riode d’oscillation acoustique. La the´orie
de la propagation du son dans le voisinage du point critique des ﬂuides purs fait l’objet
d’e´tudes re´cents [110, 111] utilisant la technique dite de couplage des modes ; il s’agit de
prendre en compte le couplage non-line´aire entre les diﬀe´rents modes de transport lors de
la propagation d’une onde acoustique. Remarquons qu’un bon accord a e´te´ observe´ entre
les mesures d’atte´nuation et de dispersion du son et cette the´orie dans divers ﬂuides purs
au voisinage de leur point critique [110, 111].
Une autre quantite´ inte´ressante est la chaleur latente associe´e a` la transition liquide-
vapeur. Par de´ﬁnition, la chaleur latente d’une transition de phase de premier ordre est
l = T∆s, (5.12)
ou` T est la tempe´rature a` la transition et ∆s est la diﬀe´rence d’entropie molaire des deux
phases. Ainsi, a` mesure que l’on s’approche du PC, l tends vers ze´ro car les deux phases
sont de plus en plus semblables (∆s diminue) et, au PC, les deux phases se confondent
en une seule (∆s = 0). Ceci peut avoir des eﬀets importants sur la propagation du son
dans un me´lange liquide/vapeur d’un ﬂuide pur. En particulier, on attend une vitesse
du son encore plus faible que dans un me´lange gaz/liquide usuel car l’onde acoustique
peut induire des transitions de phase aux interfaces liquide/vapeur, ce qui augmente
encore plus la compressibilite´ du milieu [112, 113]. Ces transitions, qui sont limite´es par
le temps de transport de la chaleur latente par diﬀusion thermique, pourraient avoir un
eﬀet plus important au voisinage du PC. Cependant, cet eﬀet pourrait eˆtre contrarie´
par l’annulation de la diﬀusivite´ thermique qui pourrait rendre le transfert isobare de
chaleur dans un ﬂuide pur de plus en plus lent a` mesure que l’on s’approche du PC
(le temps caracte´ristique de diﬀusion de la chaleur est donne´ par τD = L
2/DT , ou` L
est la dimension caracte´ristique du volume de ﬂuide). Ce phe´nome`ne est connu comme
le ralentissement critique. Cependant, la divergence de la compressibilite´ et du rapport
des chaleurs spe´ciﬁques CP/CV rend le me´canisme de transfert de chaleur adiabatique
beaucoup plus eﬃcace [105]. En eﬀet, si l’on augmente la tempe´rature d’une des parois
d’une cavite´ de volume constant, la tempe´rature d’une ﬁne couche limite augmente de
fac¸on isobare et, en raison de la divergence du coeﬃcient de dilatation thermique αP , celle-
ci se dilate en comprimant le reste du ﬂuide ; une onde de compression se propage donc
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de fac¸on adiabatique dans le ﬂuide. La cavite´ e´tant de taille ﬁnie, cette onde est re´ﬂe´chie
sur les autres parois et elle peut re´aliser ainsi plusieurs alle´e-retours dans le volume, en
chauﬀant un peu le ﬂuide lors de chaque passage. Ce me´canisme est connu sous le nom
d’eﬀet piston. Le temps caracte´ristique d’e´quilibre de tempe´rature dans le volume est
donne´ par τEP = τD/(CP/CV − 1)2, qui s’annule pour T → Tc. Notons que l’on a montre´
tant the´oriquement qu’expe´rimentalement, que l’eﬀet piston est le me´canisme dominant
de transfert de chaleur dans le voisinage du PC des ﬂuides purs a` volume constant [105].
5.1.3 Coordonne´es critiques de CO2
L’e´quation d’e´tat de CO2 est connue empiriquement avec pre´cision depuis quelques
anne´es [114, 115], et les proprie´te´s thermophysiques de ce gaz sont facilement accessibles
dans des bases de donne´es [116]. Pour ﬁxer les ide´es par rapport aux expe´riences que nous
avons re´alise´es, nous donnons les coordonne´es critiques de CO2 [115, 116]:
Tc = 30.978± 0.015 ◦C, (5.13)
Pc = 73.773± 0.003 bar, (5.14)
ρc = 467.6± 0.6 kg/m3. (5.15)
Le dioxyde de carbone pre´sente l’avantage d’avoir des valeurs critiques de tempe´rature
et de pression relativement faibles par rapport a` d’autres ﬂuides purs. De plus, c’est un
ﬂuide comparativement peu re´actif qui ne pre´sente pas de dangers particuliers. Ceci rend
sa manipulation assez simple a` condition de prendre en compte ses proprie´te´s de bon
solvant au voisinage du PC.
5.2 E´tude des re´sonances acoustiques d’une cavite´
5.2.1 Description du montage
La ﬁgure 5.3a pre´sente le sche´ma du dispositif expe´rimental. Nous montrons aussi une
photographie de la cellule dans la ﬁgure 5.3b. Elle a e´te´ re´alise´ en cuivre pour assurer
une bonne conductivite´ thermique sous la forme d’un paralle´le´pipe`de rectangle de 3 cm
de haut et de 2.2 × 2.7 cm de section, dans lequel on a creuse´ un trou cylindrique. La
cavite´ qui contient le ﬂuide est un cylindre de 1 cm de haut et de 6 mm de rayon, est
limite´ par deux hublots circulaires de saphir, de 1 cm d’e´paisseur, colle´s a` l’aide d’une
re´sine polyme`re 1. Un capteur de pression (Kistler 6031) est monte´ dans la cellule de
fac¸on a` pouvoir mesurer les ﬂuctuations de pression a` l’inte´rieur de la cavite´, c’est-a`-
dire dans le ﬂuide (la fre´quence de re´sonance du capteur est 160 kHz). Le signal de
pression, conditionne´ par un ampliﬁcateur de charge (Kistler 5011B), est traite´ par un
analyseur de spectre (HP 3589A). Une sonde de tempe´rature (re´sistance de platine PT100)
1. La cellule a e´te´ fabrique´e et remplie, a` ±0.2% de la densite´ critique, par Y. Garrabos, de
l’Institut de Chimie de la Matie`re Condense´e de Bordeaux.
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Fig. 5.3 – (a) Sche´ma du dispositif expe´rimental : (1) cellule en cuivre contenant le
CO2, (2) capteur de pression, (3-3’) thermore´sistances de platine, (4) acce´le´rome`tre
pie´zoe´lectrique, (5) vis de ﬁxation de la cellule, (6) socle en duralumin, (7) tube en
cuivre et circulation d’eau, (8) excitateur e´lectrome´canique de vibrations, et (9) cou-
vercle en verre. (b) Photographie de la cellule ﬁxe´e sur le socle. Lors des expe´riences
pre´sente´es dans ce chapitre, nous n’avons utilise´ que la themore´sistance (3).
est ﬁxe´e sur la cellule. Un montage a` quatre ﬁls permet de mesurer la re´sistance de la
sonde, et donc la tempe´rature, avec un multime`tre (Keithley 2010). La cellule est ﬁxe´e
a` l’aide de quatre vis a` un socle circulaire en Duralumin. De son coˆte´, le socle est ﬁxe´
sur un vibreur e´lectrome´canique (BK 4808). Celui-ci est alimente´ par un signal e´lectrique
engendre´ par l’analyseur de spectre et ampliﬁe´ par un ampliﬁcateur de puissance (BK
2712). La re´ponse de l’ensemble du syste`me (socle + cellule) est mesure´e a` l’aide d’un
acce´le´rome`tre pie´zoe´lectrique (BK 4393V). Comme le montre la ﬁgure 5.3a, un tube de
cuivre de 10 cm de haut, 20 cm de diame`tre inte´rieur et 4 mm d’e´paisseur, sur lequel un
serpentin de cuivre est soude´, est ajuste´ sur le vibreur. Un bain de re´gulation thermique
(MGW Lauda RCS6) assure une circulation d’eau re´gule´e a` ±0.1 ◦C, ce qui nous permet
de controˆler la tempe´rature a` l’inte´rieur du volume de´limite´ par le tube renfermant la
cellule.
L’expe´rience consiste a` chauﬀer la cellule au dela` de Tc, typiquement jusqu’environ
33 ◦C. Ensuite, nous laissons refroidir le syste`me de fac¸on naturelle, c’est-a`-dire par
diﬀusion de chaleur vers l’exte´rieur. Ainsi, la vitesse de refroidissement de la cellule est
approximativement 0.05 ◦C/min. Nous re´alisons les enregistrements des re´sonances acous-
tiques de la cavite´ via la mesure de pression, en fonction de la tempe´rature, soit tous les
dixie`mes ou les vingtie`mes de degre´. L’analyseur de spectre est utilise´ a` cet eﬀet en mode
de balayage de fre´quence. La source de l’analyseur a donc une tension constante mais sa
fre´quence varie ; typiquement, le spectre est centre´ autour de la fre´quence de re´sonance
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Fig. 5.4 – Courbes de re´ponse en fre´quence de la pression acoustique (dans le voisi-
nage de la fre´quence de re´sonance fondamentale). La tempe´rature diminue de gauche
a` droite, entre T ≈ 30.9 ◦C  Tc et T ≈ 29 ◦C < Tc.
fondamentale de la cavite´, i.e. autour de 5 − 6 kHz, avec une feneˆtre de quelques kHz
(un balayage en fre´quence prend environ 1 s). Plus pre´cise´ment, la courbe de re´sonance,
ou la courbe de re´ponse en fre´quence, est obtenue a` l’aide de l’analyseur en mesurant le
rapport entre l’amplitude du signal de pression et l’amplitude de la source a` mesure que
la fre´quence varie, et en faisant une moyenne sur environ cinq balayages de fre´quence.
5.2.2 Re´sultats expe´rimentaux
Nous allons tout d’abord exposer des re´sultats obtenus dans le re´gime de l’acous-
tique line´aire. Concernant les re´sonances de notre cavite´, ceci veut dire que la re´ponse en
fre´quence varie de manie`re line´aire avec l’amplitude d’excitation. Nous remarquons que
cette e´tude reste qualitative. Notre but est simplement de retrouver les caracte´ristiques
ge´ne´rales de l’acoustique line´aire au voisinage du point critique de CO2, aﬁn de mettre
en e´vidence par la suite l’ampliﬁcation des non-line´arite´s du milieu pre`s du point critique
(voir le paragraphe suivant).
Eﬀet de la tempe´rature sur les re´sonances
La ﬁgure 5.4 montre cinq courbes de re´ponse en fre´quence obtenues a` des tempe´ratures
diﬀe´rentes. Nous observons que pre`s de Tc, c’est-a`-dire pour la premie`re courbe de gauche,
l’amplitude de la re´sonance est faible et sa largeur est importante, ce qui est caracte´ristique
d’une forte dissipation du mode acoustique. La re´sonance est aussi de´cale´e vers les basses
fre´quences, ce qui indique que la vitesse du son est plus faible autour de Tc. A mesure que la
tempe´rature diminue, les re´sonances se de´calent vers les hautes fre´quences en devenant de
plus en plus e´troites. Donc, en s’e´loignant de Tc, la vitesse du son augmente et la dissipation
diminue. Nous remarquons que le meˆme comportement est observe´ de l’autre coˆte´ de Tc,
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Fig. 5.5 – Fre´quence de re´sonance fr (a) et facteur de qualite´ Q (b) en fonction de
T . Pour T > Tc le ﬂuide est dans l’e´tat supercritique (monophasique) ; au contraire,
pour T < Tc, le ﬂuide est se´pare´ en deux phases, liquide et vapeur. Dans cette ﬁgure
et les suivantes, les lignes verticales montrent la valeur attendue Tc ≈ 30.98 ◦C.
i.e. dans la phase supercritique. Par contre, pour T < Tc, les deux phases liquide et vapeur
coexistent dans la cavite´. Les courbes de cette ﬁgure correspondent donc aux re´sonances
acoustiques d’un syste`me diphasique, ou` chaque phase a une densite´ et une vitesse du son
diﬀe´rente. Pourtant, suﬃsamment pre`s de Tc les deux phases se ressemblent ; en fait
nous allons pre´ciser par la suite ce que nous voulons dire par suﬃsamment pre`s de Tc.
Le fait que les ﬂuides critiques pre´sentent un fort amortissement du son et une re´duction
de la vitesse du son dans le voisinage du point critique est bien e´tabli dans la litte´rature
[109, 110].
A partir de ces courbes nous de´ﬁnissons la fre´quence de re´sonance fr comme la
fre´quence a` laquelle la re´ponse est maximale ; nous de´ﬁnissons aussi le facteur de qua-
lite´ de la re´sonance Q = ∆fr/fr, ou` ∆fr est la largeur a` mi-hauteur du carre´ de la courbe
de re´ponse, c’est-a`-dire c’est la largeur a` mi-hauteur de la courbe de re´ponse en fre´quence
de la puissance acoustique. La ﬁgure 5.5 montre le comportement de fr et de Q en fonction
de T . Comme nous venons de le discuter, ces deux quantite´s varient signiﬁcativement a`
mesure que l’on s’approche de Tc. Par exemple, du coˆte´ supercritique, Q varie de 110 a`
10 entre T ≈ 32.6 ◦C et T ≈ Tc, soit approximativement d’un facteur 10, tandis que fr
diminue de 25% entre les meˆmes tempe´ratures. Enﬁn, l’accord des deux minima de fr et
Q autour de T ≈ Tc ≈ 30.98 ◦C conﬁrme que le remplissage de la cellule a e´te´ eﬀectue´
tre`s pre`s de la densite´ critique.
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Mode acoustique et vitesse du son
Le proble`me des re´sonances d’une cavite´ acoustique est discute´ en de´tail dans la
litte´rature, en particulier la version simple d’un ﬂuide homoge`ne dans une cavite´ de
parois rigides [117], i.e. telles que la vitesse (acoustique) s’y anulle exactement. L’e´tude
de ces re´sonances a de´ja` e´te´ utilise´e pour mesurer la vitesse, la dispersion et l’absorption
du son dans plusieurs syste`mes liquide-vapeur au voisinage du point critique, a` savoir
CO2 [118, 119, 120], He
4 [121] et le Xenon [122, 123, 124, 125]. En eﬀet, dans la plupart
de ces travaux on utilise l’approximation des parois rigides.
Concernant notre expe´rience, cette approximation semble raisonnable puisque le rap-
port des impe´dances acoustiques [ρc]CO2/[ρc]Cu varie entre 1 × 10−3 et 3 × 10−3 dans la
gamme de tempe´ratures explore´e. Dans cette approximation, la pression acoustique du
mode (l,m,n), ou` l, m et n sont des nombres entiers, s’exprime en coordonne´es cylindriques
sous la forme
plmn = AlmnJm(kmnr) cos(mθ + γlmn) cos(kzl)e
iωlmnt, (5.16)
ou` les fre´quences de re´sonance sont donne´es par
ωlmn = c
√
k2mn + k
2
zl. (5.17)
Les conditions aux limites rigides impliquent que la vitesse s’annule en r = R, z = 0
et z = L, ou` R est le rayon de la cavite´ et L sa hauteur, ce qui revient a` maximiser la
pression aux bords de la cavite´. Il en re´sulte donc
kzlL = lπ et kmnR = j
′
mn, (5.18)
ou` j′mn est le n-e`me extremum de la fonction de Bessel du premier type d’ordre m. Le
mode fondamental de´pend donc de la ge´ome´trie d’une cavite´ donne´e, mais dans tous les
cas il s’agit soit d’un mode vertical pur soit d’un mode radial pur. Pour notre cavite´, il
s’agit d’un mode radial pur car
f100 =
c
2L
≈ 50c [Hz] > f001 = j
′
01
2πR
≈ 10.16c [Hz],
ou` c est en m/s. Ne´anmoins, le mode fondamental observable de´pend de la forme de
l’excitation impose´e au syste`me. Dans notre cas, la cellule est vibre´e verticalement, et nous
nous attendons a` exciter principalement des modes verticaux, sans de´pendance radiale ni
angulaire 2. Nous attendons donc comme fre´quence fondamentale observable f0 = f100 =
c/2L ; une demi-longueur d’onde correspond a` la hauteur de la cellule, λ0 = c/f0 = 2L ≈ 2
cm. E´videmment, on ne peut appliquer ce re´sultat que pour l’e´tat supercritique, lorsqu’il
n’y a qu’une seule phase et que le ﬂuide est homoge`ne.
2. En fait, de faibles imperfections ge´ome´triques et le fait que l’excitation ne soit pas parfaite-
ment verticale suﬃsent pour transfe´rer une partie de l’e´nergie acoustique vers les modes radiaux
et angulaires. Dans notre cellule, le capteur de pression brise en eﬀet la syme´trie axiale et on peut
le conside´rer comme un de´faut de la cellule
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Fig. 5.6 – λofr en fonction de la tempe´rature, ou` λo = 2 cm est la longueur d’onde
du mode vertical attendu. Les courbes repre´sentent la vitesse du son isentropique
dans CO2 pour chaque phase [116].
Donc, a` partir de nos mesures de fr, nous pouvons calculer une vitesse λofr, avec λo = 2
cm. Or, si le mode acoustique est bien celui de´crit par l’approximation des parois rigides,
on peut s’attendre que le long de la branche supercritique, cette vitesse soit la vitesse du
son dans CO2. Comme nous l’avons de´ja` dit, l’e´quation d’e´tat de CO2 est maintenant bien
e´tabli [114, 115], et les proprie´te´s de ce gaz, la vitesse du son isentropique entre autres,
sont facilement accessibles dans des bases de donne´es [116].
La vitesse λofr est repre´sente´e en fonction de la tempe´rature dans la ﬁgure 5.6, pour
toute la gamme des tempe´ratures explore´e, meˆme si pour T < Tc nous savons que l’analyse
eﬀectue´e pour un milieu homoge`ne n’est pas valide. Nous pre´sentons aussi, pour chaque
phase, les valeurs tabule´es de la vitesse du son isentropique de CO2 [116]. La diﬀe´rence
entre λofr et les valeurs tabule´es est claire, l’ordre de grandeur e´tant ne´anmoins correct.
Nous observons aussi que λofr a bien la forme de la courbe attendue, avec un minimum
autour de Tc. Nous pouvons donc conclure que le mode fondamental excite´ n’est pas celui
donne´ par l’approximation des parois rigides. Pour quantiﬁer ceci, nous pre´sentons dans
la ﬁgure 5.7 les valeurs calcule´es de la longueur Λ = csc/fr pour T > Tc, ou` csc est la
vitesse du son isentropique le long de l’isochore critique. Cette longueur ne pre´sente pas
un comportement particulier en fonction de T ni dans le voisinage proche de Tc. Nous
trouvons que cette quantite´ varie autour d’une valeur moyenne 〈Λ〉 = 2.61 cm, avec un
e´cart-type de 0.02 cm (≈ 0.8%). Nous observons donc que 〈Λ〉 est supe´rieur a` λ0, d’environ
31%, et donc la vitesse λofr est infe´rieure a` la vitesse isentropique d’un facteur a` peu pre`s
constant de 31%.
Il existe plusieurs eﬀets physiques qui peuvent expliquer une diﬀe´rence entre la vitesse
mesure´ λofr et la vitesse du son isentropique dans CO2 :
(1) Eﬀet de la gravite´ sur la densite´ du ﬂuide. Au voisinage du point critique
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Fig. 5.7 – Longueur Λ = csc/fr pour la branche supercritique (SC), ou` csc est la
vitesse du son isentropique tabule´e [116]; nous trouvons 〈Λ〉 = 2.61± 0.02 cm.
la compressibilite´ isotherme du ﬂuide diverge, et donc, la gravite´ induit des
gradients importants de densite´. Le milieu n’est plus homoge`ne et la fre´quence
de re´sonance n’est plus donne´e par l’e´quation (5.17).
(2) La dispersion du son, c’est-a`-dire la de´pendance en ω de la vitesse du son. A
mesure que l’on explore des e´chelles de longueur plus petites, on s’attend a` ce
que l’onde soit plus aﬀecte´e par les ﬂuctuations critiques du ﬂuide, lesquelles
sont plus importantes pre`s du point critique ; donc, la propagation du son est
plus dispersive pre`s du point critique.
(3) L’eﬀet de l’absorption sur la vitesse du son. Dans le cas d’une cavite´ cylindrique
cet eﬀet a e´te´ e´tudie´ en de´tail [126] : la relation de dispersion est modiﬁe´e et la
vitesse du son diminue a` cause de l’absorption sur les parois de la cavite´. On
peut dire que l’onde est freine´e en raison de la dissipation aux bords. On
s’attend donc a` ce que la vitesse du son soit re´duite autour de Tc par rapport
a` sa valeur isentropique.
(4) Le couplage me´canique du ﬂuide avec le vibreur, ou avec le ge´ne´rateur du son
en ge´ne´ral.
Nous remarquons que les trois premiers eﬀets sont plutoˆt importants dans le voisinage
du point critique, ce qui n’est pas force´ment le cas du dernier. Par ailleurs, il a e´te´ bien
e´tabli que les eﬀets de la gravite´ et de la dispersion augmentent la vitesse du son par
rapport a` sa valeur isentropique [109, 121, 122, 124], ce qui va dans le sens contraire a`
ce que nous observons. De plus, pour des fre´quences de l’ordre de 1− 10 kHz, ce qui est
le cas de notre e´tude, il est admis que la vitesse du son ainsi mesure´e est bien la vitesse
isentropique [125], les eﬀets de dispersion e´tant importants a` ce degre´ de proximite´ du
point critique que pour des fre´quences plus e´leve´es. Concernant la modiﬁcation de la
relation de dispersion en raison de l’absorption, il a e´te´ montre´ [126] que la vitesse du son
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de´pend du parame`tre ldiss/R et, que l’on a au premier ordre
c = co
(
1− ldiss
R
)
, (5.19)
ou` co est la vitesse isentropique, ldiss = lv + (γ − 1)lt est une longueur de dissipation
acoustique, lv (resp. lt) e´tant l’e´paisseur de la couche limite visqueuse (resp. thermique)
et γ = CP/CV , le rapport de capacite´s caloriﬁques. A l’aide des donne´es de la litte´rature
nous avons estime´ que ldiss/R est de l’ordre de 1 × 10−3 loin de Tc, i.e. pour T ≈ Tc ± 3
◦C, augmentant jusqu’a` ≈ 1× 10−2 pre`s de Tc (pour τ = |T − Tc|/Tc ≈ 1× 10−4). Cette
correction a` la vitesse du son reste donc tre`s faible. Enﬁn, il faut noter aussi que dans
notre expe´rience, Λ ne varie pas signiﬁcativement pre`s de Tc.
Tous ces arguments nous font penser que les trois premiers eﬀets ne sont pas respon-
sables de la diﬀe´rence trouve´e entre λofr et la vitesse du son dans CO2. Nous concluons
donc que la seule explication possible est celle du couplage me´canique du ﬂuide avec le
vibreur. Cet eﬀet a e´te´ peu conside´re´ dans les travaux pre´ce´dents, mais, en eﬀet, il a e´te´
pre´cise´ment invoque´ pour expliquer les diﬀe´rences entre les mesures de vitesse du son
isentropique re´alise´es par diﬀe´rents groupes [122, 125] et il est introduit comme une cor-
rection a` la condition au bord. Il faut noter que dans ces travaux les diﬀe´rences trouve´es
sont en ge´ne´ral faibles, entre 1.5% [122, 125] et 5% 3.
Il est bien connu que la solution exprime´e par les e´quations (5.16), (5.17) et (5.18),
c’est-a`-dire avec des conditions aux limites rigides, est valide lorsque la masse et la rigidite´
du ﬂuide sont ne´gligeables par rapport a` celles du syste`me piston-vibreur (voir le chapitre
10.6 de la re´fe´rence [117]), le piston e´tant dans notre cas la paroi de la cavite´. Par exemple,
dans la limite oppose´e, celle d’un syte`me piston-vibreur tre`s le´ger et tre`s ﬂexible, le mode
fondamental d’une cavite´ avec une seule paroi rigide, l’autre e´tant le piston, correspond a`
λ0 ≈ 4L. La condition au bord du piston n’est plus une condition rigide de vitesse nulle ;
le ﬂuide bouge avec le piston, celui-ci e´tant meˆme un maximum de vitesse acoustique au
lieu d’un ze´ro. Donc, en ge´ne´ral, lorsque l’on excite un ﬂuide avec un syste`me me´canique,
la condition au bord n’est pas tout a` fait rigide, et les nombres d’onde sont de´cale´s par
rapport a` kzlL = lπ ; le mode fondamental peut donc avoir une longueur d’onde supe´rieure
a` 2L. Le fait que dans notre expe´rience Λ/2L ≈ 1.31 soit a` peu pre`s une constante, c’est-a`-
dire inde´pendante de T , est une bonne indication que cette explication est possible. Plus
quantitativement, nous pouvons estimer le rapport de masse et de rigidite´ pour notre
expe´rience. Ces quantite´s sont donne´es par [117]
masse vibre´e
masse du ﬂuide
≡ a = m
ρSL
, (5.20)
rigidite´ du vibreur
rigidite´ du ﬂuide
≡ b = KL
Sρc2
, (5.21)
ou` m = 0.4 kg est la masse totale vibre´e (du vibreur plus la cellule), K = 5.6× 103 N/m
est la raideur du vibreur (donne´e par le constructeur), S = πR2, et ρ et c sont la densite´
3. Nous avons estime´ cette valeur en comparant la valeur donne´ dans la re´fe´rence [120], pour
T = 32.5 ◦C et ρ = 467 kg/m3 ≈ ρc, avec la valeur tabule´e.
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Fig. 5.8 – Vitesse du son dans les trois phases de CO2 : vapeur, liquide et supercri-
tique. Les points correspondent aux valeurs de vitesse 〈Λ〉fr, ou` 〈Λ〉 est la moyenne
des valeurs pre´sente´es dans la ﬁgure 5.7.
et la vitesse du son du ﬂuide. En conside´rant le ﬂuide comme homoge`ne, de densite´ ρc,
nous trouvons a ≈ 756  1 ; par contre, b  1, variant entre 6 × 10−3 et 3 × 10−3 pour
T ≈ Tc et T ≈ 34 ◦C. Notre ﬂuide est donc tre`s le´ger et tre`s rigide par rapport au vibreur,
une limite assez particulie`re.
L’approximation des parois rigides n’est pas donc une si bonne approximation, meˆme si
elle donne le bon ordre de grandeur de la longueur d’onde du mode acoustique excite´. Une
mode´lisation plus de´taille´e est ne´cessaire pour utiliser les valeurs mesure´es de fr aﬁn de
mesurer pre´cise´ment la vitesse du son. Nous remarquons que le facteur 1.31 trouve´ entre la
longueur d’onde acoustique re´elle Λ et la longueur d’onde attendue λo, est assez important
par rapport aux diﬀe´rences trouve´es pre´ce´demment entre les valeurs mesure´es de la vitesse
du son [122, 125], qui sont de l’ordre de 1.5% − 5% comme nous l’avons de´ja` remarque´.
Ceci est probablement duˆ au fait que dans ces expe´riences on a utilise´ des ce´ramiques
pie´zo-e´lectriques comme transducteurs acoustiques. Ces ce´ramiques sont tre`s rigides par
rapport a` notre vibreur e´lectrome´canique, et donc l’eﬀet de couplage transducteur-ﬂuide
est moins important. En eﬀet, pour ce type de transducteurs, le parame`tre b est de l’ordre
de 1×103 dans la gamme de tempe´ratures explore´e ; la rigidite´ de la paroi forme´e par une
ce´ramique est donc beaucoup plus grande que celle du ﬂuide. Bref, lors des expe´riences
pre´ce´dentes, les corrections a` la condition aux bords sont plus faibles parce que la condition
des parois rigides est plus exacte.
Enﬁn, avec la valeur de 〈Λ〉 obtenue pour T > Tc, nous pouvons calculer une nouvelle
vitesse 〈Λ〉fr. Cette quantite´ est repre´sente´e pour toute la gamme de tempe´rature explore´e
dans la ﬁgure 5.8, ou` nous avons e´galement trace´ les donne´es tabule´es de la vitesse du
son isentropique. Un re´sultat inte´ressant est que dans la gamme 30.3 ◦C < T < Tc, la
vitesse du son ainsi calcule´e est bien une moyenne des deux vitesses du son dans les
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Fig. 5.9 – Exposants critiques : fr (•) et csc () en fonction de la tempe´rature re´duite
τ = (T − Tc)/Tc, en se limitant a` τ < 0.001 (τ a e´te´ calcule´ avec la tempe´rature
exprime´e en ◦K). Les lignes montrent des ajustements par des lois de puissance
[(T − Tc)|/Tc]b. Nous trouvons b ≈ 0.053 et b ≈ 0.050 pour fr et csc respectivement.
Pour une gamme plus e´tendue de τ , a` savoir τ < 0.002, des ajustements similaires
donnent b ≈ 0.073 et b ≈ 0.055 respectivement.
phases vapeur et liquide, ce qui indique que ces phases ont des proprie´te´s acoustiques
tre`s proches. En fait, on peut facilement calculer l’impe´dance acoustique de chaque phase
[116] ; nous trouvons que dans la gamme de tempe´rature explore´e, le rapport d’impe´dances
[ρc]liq/[ρc]vap ne de´passe pas 2.2. Ainsi, pour T ≈ 30.3 ◦C, ce rapport vaut 1.6 et converge
vers 1 a` mesure que l’on s’approche de Tc. Du point de vue acoustique, l’interface liquide-
vapeur est donc une interface assez faible.
Exposant critique de CV
Pour ﬁnir, il est inte´ressant de montrer que nous pouvons utiliser les valeurs des
fre´quences de re´sonance pour estimer l’exposant critique de la capacite´ caloriﬁque a` volume
constant, CV . Nous rappelons que cet exposant est en principe universel, dans le sens qu’il
doit eˆtre le meˆme pour tous les syste`mes liquide-vapeur.
La ﬁgure 5.9 montre fr et csc en fonction de τ = (T − Tc)/Tc en e´chelle log10-log10, en
se limitant a` 0 < τ < 0.001. Les deux quantite´s suivent des lois de puissance, i.e. ∝ τ b, et
nous avons ajuste´ ces donne´es obtenant b ≈ 0.053 et 0.050 respectivement. Nous pouvons
comparer ces exposants a` la valeur the´orique de l’exposant critique de CV . En eﬀet, il
est facile de montrer que la vitesse du son tend asymptotiquement vers ze´ro pre`s de Tc
comme
c =
√
1
ρcχS
∝
√
CP
CV χT
∝
√
1
CV
∝ √τα, (5.22)
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α e´tant l’exposant critique de CV . Nous remarquons que dans cette estimation nous avons
utilise´ CP ∝ χT pour T → Tc. Des travaux pre´ce´dents rapportent α = 0.1085 [114]. De
notre coˆte´, nous l’avons estime´ a` partir des donne´es du NIST pour la capacite´ caloriﬁque
a` volume constant de CO2 [116] : nous avons trouve´ plutoˆt α ≈ 0.0955. Donc, l’exposant
critique attendu pour la vitesse du son isentropique varie entre 0.05425 et 0.04775. Les
exposants que nous avons calcule´ pour fr et csc sont en bon accord avec cette estimation.
Enﬁn, nous avons aussi fait des ajustements par des lois de puissance pour une gamme
plus e´tendue de τ , a` savoir 0 < τ < 0.002, et nous avons obtenu b ≈ 0.073 et b ≈ 0.055,
pour fr et csc respectivement. L’accord est moins satisfaisant, suˆrement a` cause de la
contribution des termes non-critiques des quantite´s thermodynamiques que de´terminent
la vitesse du son.
Remarquons enﬁn qu’en pratique c ne tend pas vers ze´ro pour T ≈ Tc dans les
expe´riences, mais pre´sente toujours un minimum ﬁni au point critique. L’exposant α/2
est si petit qu’il est probable qu’on ne soit jamais suﬃsamment pre`s du point critique
pour mesurer une vitesse nulle. A ce jour cette question semble encore ouverte.
5.2.3 Conclusions
Sans une mode´lisation pre´cise du mode acoustique et du couplage avec le vibreur,
nous ne pouvons pas utiliser les mesures de fre´quence de re´sonance pour en de´duire
la vitesse et l’absorption du son dans CO2 pre`s de Tc. Ne´anmoins, nous avons montre´
expe´rimentalement quelques aspects assez inte´ressants de l’acoustique line´aire au voisi-
nage du point critique, a` savoir, la diminution de la vitesse du son et l’augmentation
de l’amortissement acoustique autour de Tc et la possibilite´ d’utiliser ces mesures pour
obtenir un exposant critique du ﬂuide.
5.3 Mise en e´vidence de la non-line´arite´ du milieu
Nous allons maintenant montrer le caracte`re non-line´aire de l’acoustique au voisi-
nage de point critique de CO2 en pre´sentant des re´sultats obtenus pour deux expe´riences
diﬀe´rentes.
La premie`re expe´rience a e´te´ re´alise´e avec le montage de´crit dans le paragraphe
pre´ce´dent. Il s’agit de l’e´tude des re´sonances non-line´aires dans notre cellule de CO2.
En particulier, nous montrons que au dela` d’un seuil d’excitation, les courbes de re´ponse
en fre´quence du mode fondamental sont de´cale´es par rapport a` la courbe de la re´sonance
line´aire, le de´calage e´tant vers les basses fre´quences. De plus, nous observons que ce
de´calage est maximise´ lorsque l’on s’approche du point critique.
La deuxie`me expe´rience consiste a` faire interagir deux ondes acoustiques dans notre
cellule. Lorsque deux ondes de haute fre´quence f1 ≈ f2 ∼ O(100 kHz) interagissent,
nous observons une troisie`me onde acoustique, de fre´quence ∆f = f2 − f1 ∼ O(5 kHz).
Nous montrons que l’amplitude de cette onde passe e´galement par un maximum au voi-
sinage du point critique.
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Fig. 5.10 – Re´ponse en fre´quence du mode fondamental pour diﬀe´rentes amplitudes
d’excitation A (en Vrms) et T ≈ 31.5 ◦C. La re´ponse est line´aire jusqu’a` A ≈
0.2 ; au dela`, la courbe de re´sonance est de´cale´e vers les basses fre´quences et son
amplitude augmente plus lentement qu’une loi line´aire. Les re´sonances non-line´aires
pre´sentent aussi des oscillations, qui ressemblent aux eﬀets de me´moire pre´sents
dans des oscillateurs non-line´aires dont le forc¸age est sinuso¨ıdal avec une fre´quence
lentement variable [127].
5.3.1 Re´sonances non-line´aires
Observations expe´rimentales
Nous avons e´tudie´ l’e´volution de la courbe de re´sonance du mode fondamental en
fonction de l’amplitude d’excitation, pour une tempe´rature constante T ≈ 31.5 ◦C > Tc,
telle que le ﬂuide soit dans la phase supercritique. La ﬁgure 5.10 montre l’e´volution de la
courbe de re´ponse en fre´quence a` mesure que l’on augmente l’amplitude d’excitation A.
(Les valeurs indique´es correspondent a` la tension de la source de l’analyseur de spectre, en
Vrms, et non a` l’amplitude d’oscillation). En fait, de fac¸on qualitative, seules les valeurs
relatives de A sont importantes pour notre analyse 4. Nous rappelons que ces courbes
correspondent au rapport entre la pression acoustique a` une fre´quence donne´e et A. Nous
pre´sentons donc dans cette ﬁgure des courbes correspondant a` sept valeurs de A, depuis le
re´gime line´aire, A ∼ 0.1, jusqu’au re´gime fortement non-line´aire, A ∼ 1, le comportement
restant line´aire jusqu’a` A ≈ 0.2.
Nous observons qu’au fur et a` mesure que l’on augmente l’amplitude de l’excitation,
la courbe de re´sonance devient de plus en plus asyme´trique. La courbe de re´sonance du
4. Dans cette gamme de fre´quence la re´ponse du vibreur est constante en acce´le´ration et la
vitesse varie comme A/f . Ne´anmoins, la gamme de fre´quence explore´e est assez re´duite et, par
conse´quent, la vitesse d’oscillation varie peu sur une courbe de re´sonance, d’environ 7% entre 5.6
et 6 kHz.
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Fig. 5.11 – Diﬀe´rence en fre´quence relative ∆fr/f
L
r = (f
L
r − fNLr )/fLr en fonction
de T (les valeurs sont pre´sente´s en pourcentage). Lors des expe´riences, la courbe de
re´sonance line´aire (resp. non-line´aire) a e´te´ obtenue avec une amplitude d’excitation
de A = 0.1 (resp. A = 1).
mode fondamental est ainsi de´cale´e vers les basses fre´quences. Nous observons aussi que
le rapport Pmax/A, ou` Pmax est l’amplitude maximale de pression, diminue avec A ; donc,
l’amplitude de la re´sonance augmente plus lentement qu’une loi line´aire en A. De plus,
nous observons des oscillations en fre´quence sur ces courbes, lesquelles augmentent en
amplitude lorsque l’on augmente A. Nous n’avons pas e´tudie´ ce phe´nome`ne en de´tail,
mais on peut noter que ces oscillations ressemblent aux eﬀets de me´moire pre´sents dans
des oscillateurs non-line´aires dont le forc¸age est sinuso¨ıdal avec un fre´quence lentement
variable [127]. Ceci semble indiquer que le balayage en fre´quence dans notre expe´rience
n’est pas tout a` fait quasi-statique.
Un aspect inte´ressant est l’importance relative des eﬀets non-line´aires en fonction de la
distance au point critique. Pour e´tudier ceci nous avons re´alise´ des expe´riences en gardant
l’amplitude d’excitation constante mais en variant la tempe´rature autour de Tc. La ﬁgure
5.11 montre la diﬀe´rence en fre´quence relative ∆fr/f
L
r = (f
L
r − fNLr )/fLr en fonction de
T . Dans cette ﬁgure, fLr (resp. f
NL
r ) est la fre´quence de re´sonance line´aire (resp. non-
line´aire), c’est-a`-dire la fre´quence a` laquelle la courbe de re´ponse en fre´quence line´aire
(resp. non-line´aire) est maximale. Lors des expe´riences, ces deux courbes de re´sonance
ont e´te´ obtenues avec des amplitudes d’excitation A = 0.1 et A = 1 respectivement.
Le re´sultat est assez clair : pour une amplitude de vibration constante, le de´calage de la
re´sonance non-line´aire est maximum lorsque T ≈ Tc. Nous concluons donc que les eﬀets
non-line´aires sont plus importants autour du point critique.
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Discussion
Le de´calage de la courbe de re´sonance d’un oscillateur non-line´aire a e´te´ e´tudie´ en
de´tail dans la the´orie ge´ne´rale des oscillateurs non-line´aires [127]. Dans les cas ou` l’on
peut re´duire le proble`me a` un seul degre´ de liberte´, on sait que le sens du de´calage de´pend
du signe de la non-line´arite´. Par contre, tre`s peu d’e´tudes ont e´te´ re´alise´es en acoustique.
Quelques expe´riences ont e´te´ re´alise´es dans les anne´es 1970 [128, 129, 130] et ce n’est
que re´cemment que ce proble`me a e´te´ e´tudie´ de manie`re the´orique [131, 132] et que des
expe´riences plus performantes ont e´te´ re´alise´es [133].
Dans notre expe´rience, le de´calage du mode fondamental acoustique est bien vers
les basses fre´quences. Un argument simple et ge´ne´ral est le suivant : le sens du de´calage
de´pend de la variation de la vitesse du son avec la pression acoustique. Ainsi, si la vitesse
diminue avec la pression et si nous augmentons l’amplitude des ondes stationnaires dans
la cavite´, alors la vitesse du son diminue et, par conse´quent, la fre´quence de re´sonance
de la cavite´ aussi. Ceci expliquerait un de´calage de la courbe de re´sonance vers les basses
fre´quences. Cependant, cet argument semble eˆtre en conﬂit avec la de´ﬁnition meˆme du
coeﬃcient non-line´aire acoustique B/A. Comme nous l’avons discute´ dans le chapitre 3,
le coeﬃcient B/A est pre´cise´ment de´ﬁni comme
B
A
= 2ρc
(
∂c
∂P
)
S
. (5.23)
Donc, si a` entropie constant, la vitesse du son diminue avec la pression, alors le parame`tre
B/A est ne´gatif. Ceci semble paradoxal car pour la plupart des ﬂuides normaux, B/A >
0. Pourtant, on a propose´ l’existence de ﬂuides avec un coeﬃcient non-line´aire ne´gatif,
pre´cise´ment dans le voisinage du point critique [134, 135]. Ces travaux ont en eﬀet montre´
l’existence de ce type de ﬂuides en calculant B/A a` l’aide des e´quations d’e´tat disponibles
a` l’e´poque. Par ailleurs, cette possibilite´ a e´te´ propose´e de´ja` en 1946 par Zel’dovich, en
se basant sur l’e´quation de van der Waals (voir [135]). La conﬁrmation expe´rimentale
a e´te´ obtenue en e´tudiant les ondes de choc de rare´faction [136, 137, 138, 139], qui sont
instables pour un ﬂuide normal. Plus re´cemment, on a montre´ l’auto-focalisation du second
son dans l’He´lium superﬂuide pre`s du point lambda, i.e. pre`s de la transition superﬂuide
a` T ≈ Tλ [140]. En fait, il est bien e´tabli maintenant que le coeﬃcient non-line´aire de
l’He´lium devient ne´gatif et de tre`s grande amplitude lorsque T → Tλ [141, 140], alors qu’il
est positif loin de Tλ.
Concernant nos re´sultats expe´rimentaux, le fait que les eﬀets non-line´aires soient maxi-
mise´s autour de Tc semble eˆtre en bon accord avec ces travaux pre´ce´dents. Cependant,
nous ne pouvons pas vraiment conclure que B/A est ne´gatif pre`s du point critique de
CO2. Une raison est que la de´rive´e de l’e´quation (5.23) est de´ﬁnie a` entropie constante,
ce que nous ne controˆlons pas lors des expe´riences. Au contraire, a` mesure que l’on aug-
mente A, la dissipation augmente et donc e´galement la tempe´rature dans la cellule, ce
qui augmente l’entropie du syste`me 5. Il faut aussi prendre en compte cette augmentation
de tempe´rature, car pour un gaz ordinaire, de´crit par la loi du gaz parfait par exemple,
5. On peut en eﬀet e´crire les variables thermodynamiques en fonction du volume spe´ciﬁque
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la vitesse du son augmente avec la tempe´rature ce qui ferait augmenter la fre´quence de
re´sonance [133]. Par ailleurs, des e´tudes re´centes ont montre´ que le de´calage de la courbe
de re´sonance de´pend fortement de la ge´ome´trie de la cavite´ [131, 132, 133]; par exemple,
pour un meˆme ﬂuide, le de´calage est vers les hautes fre´quences pour une cavite´ en forme
de coˆne et il est vers les basses fre´quences pour une cavite´ en forme d’ampoule. Plus
pre´cise´ment, les caracte´ristiques non-line´aires d’une cavite´ de´pendent de sa dissonance,
c’est-a`-dire de l’accord ou non des harmoniques du mode fondamental avec les modes
supe´rieurs de la cavite´ [133].
Nous allons ﬁnir cette discussion avec un commentaire sur la dissipation. Nous avons
observe´ que dans le re´gime non-line´aire le rapport Pmax/A diminue avec A. Par de´ﬁnition,
dans le re´gime line´aire Pmax ∝ A, e´tant donne´ que l’amplitude de la vitesse des oscillations
a` la re´sonance, vo, est proportionnelle a` A. Ceci est duˆ au me´canisme de saturation de
la re´sonance, a` savoir la dissipation visqueuse et thermique dans les couches limites sur
les parois de la cavite´. En eﬀet, la puissance dissipe´e est proportionnelle a` v2o , et par
conse´quent Pmax ∝ A. Par-contre, dans le re´gime non-line´aire on a un transfert d’e´nergie
vers les hautes fre´quences par la ge´ne´ration d’harmoniques et, donc, la dissipation est plus
importante. Ceci expliquerait la diminution de Pmax/A avec A.
5.3.2 Premie`re e´tude du me´lange d’ondes acoustiques
Description du montage
La ﬁgure 5.12 montre le dispositif expe´rimental utilise´. Deux transducteurs de contact
(Panametrics X1020), de fre´quence de re´sonance de l’ordre de 103 kHz, sont monte´s dans
un tube de plexiglass de part et d’autre de la cellule. Chaque transducteur est alimente´ par
une des sorties d’un ge´ne´rateur de fonctions de deux voies (HP8904A), en mode sinuso¨ıdal,
les fre´quences f1 et f2 ayant e´te´ choisies de manie`re syme´trique autour de la re´sonance
des transducteurs. Les ondes acoustiques sont donc e´mises dans la cellule en transmission
par le cuivre. Meˆme si le contraste d’impe´dance acoustique entre le cuivre et le CO2 est
important, les signaux acoustiques a` l’inte´rieur de la cellule sont suﬃsamment puissants
pour engendrer l’onde diﬀe´rence, c’est-a`-dire une onde a` une fre´quence ∆f = f1−f2. Pour
de´tecter les trois ondes en question, nous avons utilise´ le meˆme analyseur de spectre que
lors des expe´riences de re´sonance (HP3589A), mais dans le mode de mesure de spectre de
puissance.
Les mesures ont e´te´ re´alise´es de manie`re analogue a` celles des expe´riences de re´sonance :
la cellule est chauﬀe´e au dela` de Tc et nous la laissons se refroidir de fac¸on naturelle,
par diﬀusion de chaleur vers l’exte´rieur. Nous avons aussi re´alise´ des moyennes sur les
spectres obtenus pour une tempe´rature donne´e, cette proce´dure de moyenne e´tant rapide
par rapport a` la vitesse de refroidissement.
v = 1/ρ et la tempe´rature [135], au lieu de la densite´ et l’entropie. L’e´quation (5.23) a donc une
forme plus complique´, mais on peut identiﬁer les termes qui de´pendent des de´rive´es de T et ceux
qui de´pendent de de´rive´es de v (v est constant pour T > Tc).
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Fig. 5.12 – Sche´ma du dispositif expe´rimental : (1) cellule en cuivre contenant
le CO2, (2-2’) transducteurs de contact, (3) support de la cellule en mousse
perbunan, (4) tube en plexiglass, (5) anneau de ﬁxation des transducteurs en PVC,
et (6) couche de mousse perbunan.
Re´sultats expe´rimentaux
La ﬁgure 5.13a montre un re´sultat typique de densite´ de puissance spectrale (DSP)
obtenue par l’analyseur autour de 102 kHz et mesure´e par le capteur de pression. Lors
de cette mesure le ﬂuide e´tait dans l’e´tat supercritique, la tempe´rature e´tant a` peu pre`s
constante T ≈ 32 ◦C. Dans ce spectre, les fre´quences correspondant aux deux ondes
pompes sont clairement de´ﬁnies ; dans ce cas f1 = 100 kHz et f2 = 105.5 kHz, les am-
plitudes de pression e´tant du meˆme ordre, P1 ≈ P2. Ces fre´quences correspondent aux
longueurs d’onde de l’ordre de λ1 ≈ λ2 ≈ 1.6 mm, et, par conse´quent, nous attendons que
le me´lange non-line´aire acoustique de volume soit important sur la longueur de la cellule
et meˆme largement dominant par rapport aux non-line´arite´s de surface (voir chapitre 4).
La ﬁgure 5.13b pre´sente la DPS dans le voisinage de ∆f = f2 − f1 ; meˆme si le spectre
est nettement plus bruite´ que celui de la ﬁgure (a), celui-ci montre clairement la pre´sence
de l’onde me´lange a` ∆f = 5.5 kHz, son amplitude Pm e´tant approximativement a` 60 dB
en dessous de P1 et P2.
Nous avons ensuite fait des mesures du rapport Pm/P1 en fonction de la tempe´rature,
au voisinage de la tempe´rature critique, 29 ◦C < T < 32 ◦C. Conside´rant nos re´sultats
du paragraphe pre´ce´dent, nous attendons que le me´lange non-line´aire soit plus eﬃcace
autour de Tc. La ﬁgure 5.14 pre´sente une se´rie de mesures pour ∆f = f1−f2 = 3, 5.5 et 7
kHz. En fait, nous avons choisi ces fre´quences de fac¸on que la fre´quence de l’onde me´lange
soit respectivement infe´rieure, de l’ordre de, et supe´rieure a` la fre´quence de re´sonance de
la cavite´ (voir ﬁgure 5.5a). Le re´sultat est tre`s clair pour les trois se´ries : l’onde basse
fre´quence engendre´e par l’interaction des deux ondes de haute fre´quence a en eﬀet
une amplitude relative plus importante pour T ≈ Tc. Nous observons que ce re´sultat est
inde´pendant de la longueur d’onde de l’onde basse fre´quence, ce qui e´carte la possibilite´
que le maximum observe´ soit duˆ a` la re´sonance de la cavite´. Nous conﬁrmons donc que
les eﬀets non-line´aires augmentent dans le voisinage de Tc.
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Fig. 5.13 – (a) Densite´ de puissance spectrale (DPS) des ondes pompes : f1 = 100
kHz, f2 = 105.5 kHz et P1 ≈ P2. (b) DPS dans le voisinage de ∆f = f2 − f1 ; le
spectre montre la pre´sence de l’onde me´lange a` 5.5 kHz. L’amplitude de cette onde,
Pm, est approximativement a` −60 dB de P1 et P2. L’onde basse fre´quence correspond
a` une longueur d’onde de l’ordre de 3 cm.
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Fig. 5.14 – Amplitude relative Pm/P1 en fonction de T pour ∆f = f1− f2 = 3 (×),
5.5 () et 7 (•) kHz.
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5.3.3 Conclusions
Nous avons e´tudie´ deux phe´nome`nes caracte´ristiques de l’acoustique non-line´aire, a`
savoir la re´sonance non-line´aire d’une cavite´ et l’interaction des ondes acoustiques. Dans
la premie`re expe´rience nous avons mesure´ le de´calage de la fre´quence de re´sonance du mode
fondamental de la cavite´, en fonction de l’amplitude d’excitation et de la tempe´rature.
Nous avons trouve´ que le de´calage relatif est maximise´ autour de Tc. Avec la deuxie`me
conﬁguration expe´rimentale nous avons montre´ que le me´lange non-line´aire de deux ondes
haute fre´quence est e´galement maximise´ autour de la tempe´rature critique. Ces deux
e´tudes nous permettent de conclure que le coeﬃcient des non-line´arite´s acoustiques de
CO2 passe par un maximum autour de Tc. Par contre, nous ne pouvons rien conclure au
sujet du signe de la non-line´arite´. Faute d’une calibration pre´cise, nous ne pouvons pas
estimer non plus l’ordre de grandeur du coeﬃcient.
5.4 E´tude semi-quantitative du parame`tre B/A : a-t-
il une divergence au voisinage du point critique?
5.4.1 Introduction
Les travaux de Borisov et al. montrent que le parame`tre non-line´aire B/A a un com-
portement anormal au voisinage du PC [136, 137, 138, 139]. Comme nous l’avons de´ja` dit,
ils ont bien montre´ qu’au voisinage du PC, des ondes de choc de rare´faction sont stables,
ce qui est un indice de la valeur ne´gative du parame`tre B/A. Ils sugge`rent e´galement que
le parame`tre non-line´aire diverge au PC selon la loi [139]
∣∣∣B
A
∣∣∣ ∼ ( |T − Tc|
Tc
)−1+α
, (5.24)
ou` α est l’exposant critique de CV . Ne´anmoins, a` notre connaissance, aucune e´tude a
e´te´ re´alise´e pour quantiﬁer la divergence de ce parame`tre au voisinage du point critique
des ﬂuides purs. Nous pre´sentons une telle e´tude dans l’article Scattering of a sound by
sound in the vicinity of the liquid-vapor critical point. Nous e´tudions donc de manie`re
plus quantitative (en fonction de la distance au PC) la diﬀusion du son par le son sous un
angle non nul dans un volume important de CO2, d’environ 3 l. La taille de l’expe´rience,
20 cm de diame`tre et 10 cm de hauteur, a e´te´ de´termine´e par les fre´quences acoustiques
utilise´es de sorte que le volume d’interaction des faisceaux acoustiques soit en champ
lointain pour toutes les fre´quences utilise´es. Par ailleurs, les fre´quences acoustiques ont
e´te´ de´termine´es par le choix de ce´ramiques piezoe´le´ctriques disponibles (tant en e´mission
qu’en re´ception) et aussi par le fait que sur la longueur d’interaction nous voulions
avoir beaucoup des longueurs d’onde de chaque onde incidente, de fac¸on a` maximiser
l’interaction non-line´aire acoustique en volume. La fre´quence acoustique ne doit pas eˆtre
trop e´leve´e non plus, en raison de la plus forte atte´nuation acoustique a` haute fre´quence.
Remarquons que la diﬀe´rence de fre´quence des ondes incidentes dans ces expe´riences
5.4. E´TUDE SEMI-QUANTITATIVE DU PARAME`TRE B/A 139
Fig. 5.15 – Photographie de la cellule utilise´e pour les expe´riences de diﬀusion du
son par le son au voisinage du point critique de CO2. Voir l’article pour plus de
de´tails sur le montage.
(≈ 100 kHz) est plus importante que lors des premie`res expe´riences de me´lange d’ondes
(≈ 5 kHz, voir paragraphe 5.3.2). Ceci permet de rendre la diﬀusion du son par le son plus
eﬃcace car l’onde me´lange est proportionnelle a` la diﬀe´rence de fre´quences [142]. Nous
pre´sentons plus de de´tails relatifs a` l’expe´rience dans l’article suivant. En comple´ment,
nous pre´sentons dans la ﬁgure 5.15 une photographie de la cellule place´e au dessus de
l’aquarium utilise´ pour la re´gulation de tempe´rature.
5.4.2 Copie de l’article
 Scattering of a sound by sound in the vicinity of the liquid-vapor critical
point 
Nicola´s Mujica, Re´gis Wunenburger & Ste´phan Fauve,
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Ecole Normale Supe´rieure, UMR 8550,
24, rue Lhomond, 75 005 Paris, France
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Abstract
We report an experimental study of the scattering of sound by sound in the vicinity of the
liquid-vapor critical point of carbon dioxide. We measure the amplitude of the scattered diﬀerence
frequency wave generated by acoustic bulk nonlinearities. We observe that it is strongly increased
in the vicinity of the critical point.
PACS numbers: 43.25.+y, 05.70.Jk,62.60.+v
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INTRODUCTION
The study of physical properties of ﬂuids in the vicinity of their liquid-vapor critical
point (CP) has a long history that has witnessed several revivals of interest motivated by
fundamental questions such as the study of critical phenomena and their universal behavior
[1–3], and also by potential applications of supercritical ﬂuids to various chemical engineering
problems [4].
Acoustic techniques have been widely used to probe ﬂuids in the vicinity of their CP.
Low frequency sound velocity is directly related to the singular behavior of thermodynamic
properties [5–8] while sound absorption gives information about transport properties and
critical relaxation processes [9–11]. Both absorption and dispersion are strongly aﬀected by
critical ﬂuctuations and many theoretical studies have been devoted to elucidate the relevant
coupling mechanisms responsible for the anomalous critical absorption and dispersion [13–
16]. Most of the experiments on acoustics in critical ﬂuids have been performed in the linear
regime so far, except an observation of rarefaction shock waves that has been related to a
possible anomaly of a thermodynamic property close to the CP [17]. We report here the
experimental observation that the nonlinear acoustic behavior of a ﬂuid is strongly enhanced
in the vicinity of the CP.
EXPERIMENTAL SET-UP AND MEASUREMENT TECHNIQUES
Experiments are performed in a stainless steel cylinder, D = 200 mm in inner diameter
and H = 100 mm in height sketched in Fig. 1, immersed in a thermally regulated water
bath of volume 250 l.
The vessel is ﬁeld with carbon dioxide at nearly critical density. This is roughly achieved
by visual inspection of the liquid-vapor meniscus using two opposite windows made of sap-
phire. The pressure within the vessel is measured with a resistive transducer (Entran EPXM-
N02-100B) and temperature is measured with two platinum resistors. The ﬁrst one is located
along the axis of the cylinder, 60 mm above the bottom, i.e. just below the acoustic scat-
tering volume. The second one is along the lateral boundary, 25 mm below the top.
The pressure-temperature curve is recorded during each experiment in order to determine
the ﬁlling density. This is done by comparing the variation of its slope from the two-phase to
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the supercritical state with the prediction given by the state equation [18]. Three diﬀerent
ﬂuid densities ρ are thus determined: ρ/ρc = 0.915, 0.95, and 0.97 ± 0.005, where ρc is the
critical density.
Four piezoelectric transducers are located in the plane perpendicular to the cylinder axis,
75 mm above its bottom. Two of them, 30◦ apart along the inner lateral boundary, (E1 and
E2 in Fig. 1) are used as emitters. Two acoustic sinusoidal waves, at frequencies f1 = 107
kHz and f2 = 203 kHz, are generated toward the center of the cell where they interact non
linearly. The emitters diameter, d = 20 mm, gives the typical size of the scattering volume.
The diameter of the vessel has been chosen large enough in order to a avoid near ﬁeld eﬀects
of the emitters. The two other piezoelectric transducers are used as receivers (R1 and R2 in
Fig. 1). They are located at a distance L from each emitter. For the measurements reported
below, L = 107 mm, but comparison with measurements performed for L = 160 mm has
been used in order to determine the absolute value of sound absorption as a function of
temperature.
The two received waves pressure amplitudes, P1 and P2, and their phases, φ1 and φ2,
are measured by lock-in ampliﬁers (Stanford SR844RF and SR830RF). Each measurement
is averaged during one minute. The amplitude Pm of the nonlinearly generated wave at
frequency f2 − f1 = 96 kHz, recorded by the transducer R1, is measured with a spectrum
analyzer (Agilent 3589A) after averaging during one minute on a 78 Hz frequency band.
During the experiments, the two temperature probes far apart display temperature diﬀer-
ences smaller that 20 mK. The experiments are conducted as follows: we start with the water
bath at about two degrees above the critical temperature (Tc = 304.11 K) and we turn oﬀ
the temperature regulation. The bath being well insulated, the temperature of the vessel
begins to decrease slowly, roughly at a rate 1 mK per minute. We take measurements every
one minute and average them during one minute. Thus, we record, the temperature, the
static pressure, the two acoustic waves amplitudes Pi and their phases φi and the diﬀerence
frequency wave amplitude Pm, roughly every 2 mK. As said above, the size of the vessel has
been determined to avoid near ﬁeld eﬀects. Thus, it is larger than in usual CP experiments
and density gradients which involve very long relaxation times and the eﬀect of gravity are
important close to the CP [19]. However, the paths followed by the acoustic waves and the
scattering region involve only a small horizontal layer within the vessel. Moreover, our aim
is not to perform quantitative measurements of critical exponents but to show the increase
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FIG. 1: Sketch of the experimental set-up. Ei: sound emitters, Ri: sound receivers, Pti: platinum
resistors, P : pressure transducer. D = 200 mm, L = 107 mm.
of acoustical nonlinearities close the CP. Fortunately, it has not been necessary to go very
close to the CP to display this eﬀect. Our measurements have been performed further than
0.1 K from the CP.
EXPERIMENTAL RESULTS
We ﬁrst present our data related to sound velocity and absorption versus temperature in
order to check agreement with previous experimental measurements close to the CP. Sound
velocity c can be obtained from the phase diﬀerence, ∆φi = ωiL/c, where ωi = 2πfi is the
wave pulsation (i = 1, 2) and L is the distance between the emitter and the corresponding
receiver. The lock-in ampliﬁers only measure φi, the phases of the received signals. In order
to avoid the determination of the absolute value of the unwrapped phases, we compute
dφi/dT from the experimental measurements and compare with −ωiLc−2dc/dT where c(T )
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FIG. 2: Temperature derivative dφ/dT of the phase of the measured wave at frequency f1 = 107
kHz with respect to the temperature T (). dφ/dT = −ω1Lc−2dc/dT , calculated from the state
equation [18], as a function of T (full line). The density is ρ ≈ 0.97ρc, L = 107 mm.
is determined by using the state equation of carbon dioxide [18]. Fig. 2 shows that the
agreement is good. We note that for one series of experiments (ρ/ρc = 0.97), we had to shift
the temperature origin by 130 mK in order to get a good agreement. We think that this
may result from non relaxed gradients within the vessel.
Measurements of the pressure wave amplitudes, P1 and P2, as a function of temperature
are displayed in Fig. 3. We observe that the waves are strongly attenuated in the vicinity of
the CP, roughly by three orders of magnitude at 0.1 K from Tc. Note that for the two larger
ﬁlling densities, this absorption does not allow to perform measurements very close to Tc, the
signal to noise ratio being too small. Using the measurements performed for L = 107 mm
together with additional ones for L = 160 mm, we can estimate the absorption coeﬃcient
α. For the highest attenuation, obtained for ρ/ρc = 0.97 and roughly 0.1 K below Tc, we
have α ≈ 70 m−1 for both frequencies. Thus, the maximum attenuation per wavelength in
our experiments are, αλ ≈ 0.08 for f1 = 107 kHz and αλ ≈ 0.04 for f2 = 203 kHz. It has
been shown that the critical part of the attenuation per wavelength, αcλ, depends on the
frequency and on the temperature through a single reduced variable, ω∗ = ωξ2/κ where ξ is
the correlation length and κ the heat diﬀusivity [9]. For the highest temperature below Tc
of our experiments, we have ω∗ ≈ 0.1 at f2 = 203 kHz and we are thus rather far from the
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FIG. 3: Pressure amplitudes P1 and P2 at frequencies f1 = 107 kHz (∗) and f2 = 203 kHz ()
versus the temperature T . The density is ρ ≈ 0.97ρc.
regime in which αcλ saturates (ω
∗ ≈ 1). Earlier measurements for ω∗ ≈ 0.1 gave αcλ ≈ 0.05
in Xenon [9] and αcλ ≈ 0.02− 0.03 in diﬀerent isotopes of Helium [12], thus showing that,
although diﬀerent, these values have the same order of magnitude for diﬀerent ﬂuids.
We now consider the generation of the wave at frequency f2 − f1 as a function of tem-
perature. This wave is created by nonlinearities of the conservation equations and of the
state equation. For two waves of amplitudes A1 and A2, propagating along a distance L
in the same direction in a medium without dissipation, the amplitude Am of the diﬀerence
frequency wave is given by
Am ∝ ε(ω2 − ω1)L
ρc3
A1A2 , (1)
where ε is the acoustic nonlinearity parameter,
ε =
(
1 +
B
2A
)
, (2)
where A and B are the coeﬃcients of the linear and quadratic terms in the Taylor series
expansion of the isentropic equation of state of the ﬂuid [20, 21],
A = ρc2, B = ρ2
(
∂c2
∂ρ
)
. (3)
For waves with non parallel wave vectors propagating in an absorbing medium, there is an
additional geometrical factor [22, 23] and L should be replaced by a characteristic attenuation
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FIG. 4: Normalized amplitude Pm/P1P2 as a function of the temperature T for three diﬀerent
densities: ρ ≈ 0.97ρc (∗), ρ ≈ 0.95ρc (◦), ρ ≈ 0.91ρc (♦).
length [23]. We have displayed Pm/P1P2 as a function of temperature for the three densities
ρ/ρc = 0.915, 0.95, and 0.97 in Fig. 4. We observe that this ratio strongly increases in the
vicinity of Tc. As said above, the absorption is too large to allow measurements very close to
Tc in the case of the two larger ﬁlling densities. The maximum of Pm/P1P2 is thus observed
only with the lowest density ρ ≈ 0.91ρc. Note also that Pm/P1P2 for diﬀerent values of ρ
ﬁrst increase along the same curve below Tc whereas the decrease at higher temperatures
clearly depends on the density.
DISCUSSION AND CONCLUSION
The experimental result displayed in Fig. 4 needs to be discussed before concluding
about the behavior of the nonlinearity parameter in the vicinity of the CP where the medium
becomes more and more absorbing. Indeed, the amplitudes P1, P2 and Pm that are measured
are smaller than the ones in the scattering region A1, A2 and Am. We may assume that the
attenuations of the two waves at frequencies f1 and f2−f1 are similar and compensate since
f1 ∼ f2−f1, but the exponential attenuation of the wave at frequency f2 on the propagation
length l ∼ 30 mm from the scattering region to the receiver clearly leads to overestimate
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Am/A1A2 if the value of Pm/P1P2 is not corrected. The dependence of ρc
3 on T in our
temperature range is small but, as said above, L in equation (1) should be replaced by the
attenuation length which is temperature dependent and decreases in the vicinity of the CP.
The! s! hortest attenuation length α−1 ∼ 14 mm being slightly smaller than the size of
the scattering region, we do not take this into account but note that this can only lead to
underestimate the increase of the nonlinearity parameter ε in the vicinity of the CP. We are
thus left with
εc
εo
∼ (Pm/P1P2)c
(Pm/P1P2)o
expαol
expαcl
, (4)
where the subscript (c) refers to the value close to the CP and (o) to the nearly constant
value of Pm/P1P2 reached roughly 1 K far from Tc. Our attenuation measurements give
expαcl ∼ 8, thus even if we neglect attenuation away from Tc, the correction factor is less
that 10. Thus, we observe that the nonlinearity parameter increases by more that a factor
100 at roughly 0.1 K from the critical point.
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Chapitre 6
Conclusions et perspectives
Dans la premie`re partie de cette the`se nous avons e´tudie´ la propagation du son dans
les mousses. Nous avons montre´ que ces syste`mes pre´sentent des proprie´te´s acoustiques
originales par rapport a` l’acoustique des milieux diphasiques gaz-liquides usuels. Nos
expe´riences montrent que tant la vitesse du son que l’absorption varient lors du vieillis-
sement des mousses en raison de l’e´volution de leur structure. Nous avons ve´riﬁe´ que la
vitesse du son est bien donne´e en premie`re approximation par la the´orie du milieu eﬀectif,
i.e. par la formule de Wood. Ne´anmoins, pour une mousse jeune, la vitesse du son est
approximativement 50% plus e´leve´e que la valeur pre´dite par cette the´orie. De plus, la
vitesse du son de´croˆıt avec l’aˆge de la mousse, d’environ 20% apre`s les deux premie`res
heures de muˆrissement. Pour expliquer ceci nous avons montre´ qu’il faut prendre en
compte l’e´lasticite´ du squelette liquide en raison de la pre´sence de mole´cules tensioactives
aux interfaces gaz-liquide. La the´orie de Biot non-dissipative donne un bon accord tant
qualitatif que quantitatif avec nos mesures de vitesse du son a` basse fre´quence. En ce qui
concerne l’atte´nuation du son dans les mousses, nous avons montre´ qu’elle est tre`s impor-
tante par rapport a` celle des deux phases homoge`nes et e´galement par rapport a` celle des
me´langes gaz-liquides dilue´s, ce qui est duˆ a` la grande quantite´ d’inclusions, i.e. au fait
que dans une mousse la fraction volumique du gaz est proche de 1. En ce qui concerne
les proprie´te´s de vieillissement, le coeﬃcient d’absorption croˆıt line´airement aux temps
longs et, en premie`re approximation, e´galement line´airement en fonction de la fre´quence
acoustique. A partir de ce re´sultat, nous concluons que l’atte´nuation d’e´nergie acoustique
est domine´e par la dissipation thermique aux interfaces gaz-liquide, ce qui est duˆ au grand
contraste des proprie´te´s acoustiques et thermiques entre le gaz et le liquide. Nous avons
e´galement montre´ que la polydispersite´ de la mousse masque l’eﬀet re´sonant thermique ;
αλ ne pre´sente pas de maximum lorsque la couche limite thermique est de l’ordre de
la taille des bulles. Nous avons donc montre´ que l’acoustique peut eˆtre utilise´e comme
une technique alternative a` l’e´tude des proprie´te´s rhe´ologiques des mousses, tant en com-
pression qu’en cisaillement. Une perspective de ce travail est l’e´tude de ces milieux dans
des gammes de fre´quences non accessibles a` l’aide des techniques usuelles de rhe´ologie.
D’autre part, nous nous proposons d’e´tendre notre e´tude a` d’autres syste`mes diphasiques
tels que les e´mulsions ou les milieux granulaires en phase liquide, de telle sorte que les
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me´canismes dissipatifs soient moins importants. En re´alisant une adaptation d’impe´dance
entre les phases, il serait possible d’e´tudier des phe´nome`nes proprement dus a` la diﬀusion
multiple, tels que la propagation incohe´rente et la localisation faible ou forte.
Dans la deuxie`me partie de cette the`se nous avons conside´re´ les eﬀets non-line´aires de
volume et de surface en acoustique. En fait, l’e´tude des non-line´arite´s de volume nous a
conduit a` quantiﬁer les non-line´arite´s de surface aﬁn d’estimer dans quel re´gime elles sont
ne´gligeables. Une situation typique ou` les deux eﬀets non-line´aires sont pre´sents est une
expe´rience de me´lange de deux ondes de fre´quences ω1 et ω2. Les interactions peuvent en
eﬀet se produire en volume mais e´galement lors des re´ﬂexions sur les parois qui vibrent
aux fre´quences ω1 et ω2. Pour clariﬁer ceci nous avons conc¸u une expe´rience simple,
celle de la diﬀusion d’une onde acoustique par une surface oscillante. Nous avons e´tudie´
les re´gimes Doppler et volumique et nous avons caracte´rise´ la transition entre les
deux. En ge´ne´ral, tant que la longueur d’onde basse fre´quence est infe´rieure a` la taille de
l’expe´rience ou a` la distance d’interaction, les eﬀets de volume dominent. Il faut ne´anmoins
prendre en compte les eﬀets de diﬀraction et l’absorption pour ne pas surestimer les eﬀets
de volume. Enﬁn, nous avons e´galement montre´ qu’il est possible d’utiliser le de´calage
Doppler engendre´ par une surface oscillante pour mesurer l’amplitude d’oscillation d’un
diﬀuseur.
La dernie`re partie de ce travail a concerne´ l’e´tude de la propagation du son dans
le dioxyde de carbone au voisinage du point critique (PC). Nous avons pre´sente´ des
re´sultats relatifs a` la re´sonance line´aire du mode fondamental d’une cavite´ acoustique et
nous avons retrouve´ les aspect ge´ne´raux de l’acoustique line´aire au voisinage du PC des
ﬂuides purs (diminution de la vitesse du son et augmentation de l’absorption). Nous avons
ensuite aborde´ l’e´tude des non-line´arite´s de volume de CO2 au voisinage du PC. Dans une
premie`re se´rie d’expe´riences, nous avons mis en e´vidence l’augmentation des non-line´arite´s
au voisinage du PC avec deux techniques diﬀe´rentes, la re´sonance non-line´aire d’un mode
de cavite´ et le me´lange non-line´aire de deux ondes haute fre´quence. Puis, nous avons mis
au point un montage expe´rimental permettant des mesures plus quantitatives, en e´tudiant
la diﬀusion du son par le son sous un angle non-nul dans un volume plus important de
CO2. Nous avons ainsi montre´ que le parame`tre non-line´aire B/A peut varier d’un facteur
100 au voisinage du PC.
La suite logique de ce travail est l’e´tude du me´lange d’ondes dans le re´gime diphasique
liquide/vapeur de CO2 pre`s du PC. Nous nous attendons a` observer des eﬀets non-line´aires
encore plus importants en raison de la compressibilite´ additionnelle associe´e aux trans-
ferts de masse entre les deux phases. Nous pensons e´galement disposer ainsi d’un bon
milieu pour re´aliser l’e´tude des eﬀets simultane´s du de´sordre et des non-line´arite´s sur la
propagation du son. Cela permettrait en particulier d’apporter un e´le´ment de re´ponse a`
la question ouverte relative a` l’eﬀet des non-line´arite´s sur le phe´nome`ne de localisation
des ondes.
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